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UAPITOU) I. 



i. La gcomelriu, investi^odo le proprietà e la misurgi. deU 
ieiteoflioiie figurata, considera un dop^ ordine di relaxiooi esi- 
flleoti fra la varie porti eh» cpaipoogMio ooa figure o fra di£B»renti 
figure. Le firime. telaaioni, che dioobsi m^^ricfte, riguardano eoto le 
grandetta delle linee, delle «uperfioie ^ dei volami epp^^rlpnenti 
ella 6gura o alle figure considerale ed hanno luogo fra i valori 
asBOIuU di laK quanCilà: le altre, dette dfwnìcioe, dipendono dalle 
forma e dalle posizioni rispettive delle varie parti di una figura o 
delle figure, indicando per «sempio se un punto è situato sopra o 
sotto una retta data, se una retta è diretta a destra o a sinistra 
di ut) altra eie. Le proprietà delle figure che contengono relazioni 
descrittive si nominano parimente proprietà (ìescriltive, e quello di- 
pendenti da relazioni metriche diconsi proprietà mdriche. Per esem- 
pio i teoremi « Due rellangoli stanno fra loro come i prodotti ri' 
spettivi delle basi per le altezze n> a In m quadrilatero qualtmquf, 
la somma dei quadrali dei quattro lati egita^a la somma dei qua- 
drali deUe diagonali più fneUro volle U quadrato dàla retta che 
€ongiMgB t punti di meiso di fUMfe » esprìmono proprietà metri- 
€fte; ed i teoremi t Le ire aHaue di tm irianjgoh » tegono tu tm 
medesimo jMmto .» « Jii ^uefwifue qtiiadri!«terq le (iseUria de» quat- 
tro angoli formano tm «eoondo qutdrilotent h di ctd éiagonoH pai- 
sano per i punii d* mfersesttòne dei Ioli oppotti del prìmo b signi- 
ficano proprietà deseriUtM. 

2. Quasi fino dall'origine dell'Algebra si espressero mediante 
formule analitiche le relazioni metriche all' oggello di dimostrare tee- 

Gmm. AmL * 
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remi ad esse relativi, o di risolvere i)roblemi ove in generale era 
da determinarsi il valore assoluto dell" elemento di una figura. I 
metodi che per tali ricerche si adoperano non offrono gravi diffi- 
coltà: infatti le linee, le superfìcie ed i volumi dei quali consta 
una figura determinata, considerati indipeodeatemeate dalla posi- 
zione relativa che in essa occupano, si possono esprimere con nu- 
meri e rappresentare per messo delle lettere dell' alfabeto le quali 
allora significano il valore assoluto di tali grandezze od i rapporti 
che hanno colla unità della medesima loro specie. Quindi le rela- 
zioni geometriche, da cui sono esse oongiunie si possono tradurrt 
io equazioni, le quali poi, trssfbrmate e combinate insieme, eoo* 
ducono a scuoprire nuove proprietà appartenenti alla figura censi- 
derata o a determinare una grandezza incognita. Così, per esempio, 
si abbia da risolvere il seguente 

pROBLEnA. Dati i tre /at» di un triangolo d^ermmame le 
altezze. 

Essendo ABC il triangolo dato s indichino con a, b, c i va-» 
lori assoluti dei lati opposti rjspetlivamenle ai vertici A, B, C, con 
a?,, ,T^, a-.,, quelli delle perpendicolari abbassale da ciascuno di essi 
vertici sul lato opposto, e finalmente con t/j, a — y, ; b — y^; 
y» ^ — Vv Quelli dei segmenti determinati da ogni perpendicolare sul- 
la respeltiva base. La relazione fra il quadrato della ipotenusa ed i 
quadrati dei cateti sussistente in ciascuno dei sei iriangolt rettan- 
goli che si formano abbassando le perpendicolari conduce alle se- 
guenti equazioni 

<^i+yM^* 

»;+{^J*==«'. a»,*-i-(e-srj*=(^. 
Eliminando le incognite ausiliari y^, y^p si ottengono le 
altezze le cui espressioni, dopo avere introdotto il perimetro 

2p=a-\-b-\-e e fallo Vp(P~«)(P~^)(P — c)=A,8ono 
Sa Sa S4 
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Da questi valori si deduce che a è l'arca del triangolo c 
che è sempre un numero reale e positivo: infatti, poiché nn Inlo 
è minore della somma degli altri due, si hanno le diseguaglianzc 
a<.p, h<:py c<:p, e perciò positivo il prodotto sotto il segno ra- 
dicale; edt essendo valori assoluti come a, 6, e, il ra- 
dicale deve essere preso necessariamente col segno -|~* 

3. I teoremi e i problemi nei quali si considerano le rc/a- 
«oni deseriKwe delle figure richieggono, onde esser trattati ana- 
Ulicamenle, processi di un* altro ordine. U primo fu esposto da De»* 
cartea nella sua Geometria. 

n metodo nominato cartesiano^ dal nome del suo Inventore, al- 
lorché è applicalo alle figure che possono considerarsi tracciate in 
un piano, consiste nel prendere in questo due rette qualunque con- 
correnti, nel considerarle come fisse e perciò note dì posizione o 
nel riferire ad esse qualunque punto giacente nel piano col mezzo 
di rette ausiliari condotte da (jiieslo a ciascuna di esse sempre se- 
condo una detcrminata legge. Allorché poi è applicato alle figure 
nello spazio consiste nel prendere tre piani qualunque, ma con- 
correnti in un punto, e nel ritenerli come fissi e perciò noti di 
posizione, e nel riferire ad essi ogni punto dello spazio per mezzo 
di tre rette ausiliari condotte da questo a ciascuno di essi se* 
condo una legge costante. 

4. CoorAfiote renitòwe. Siano piese arbitrariamente nel piano 
le rette XOX', e TOY' e sia 0 il punto della loro intersezione. 
Essendo M| un . punto qualunque la cui posizione deve riferirsi a 
quella di tali rette si conducano per esso M^M^ e M,M^, ri- 
speltivamente parallele a XX' e YY', e s* indichino con e P, 
i punti ove ciascuna sega quella di esse alla quale non è paral- 
lela : quindi si compia il parallelogrammo avente i lati AlgM^ e 
M|M^ doppi delle lunghezze MjP, e MjPi. 




Per dclerminare complelomenlR In posizione del ponlo M, è ne- 

cessario e sufficienle cbe siano noti 
i valori assoluti delle lunghezze 
M,Pj=OP, e M,Pj=OPj e Bia pur 
noia la direzione in cui debbono 
essere coniale sulle rette OX e OY 
relalivamente ad 0. Infatti rappre- 
sentando con a e 6 i valori assoluti 
di tali lunghezze, cioè a=OP, e 
«=0P,, ed esiscndo 0P,=0P3. OP.^^OP^. è evidente che ad o e 
« b corrispondono i quallro punii M, , M^, M3, i quali due 
a due sono poi simmetricamente disposti rispetto alle rette XX' e 
YY', ed è pure evidente che ciascuno di essi giace in uno def 
quattro angoli da quelle formali: cosicché per distinguerli l'una 
dall' altro è necessario conoscere in quale dei (juallro angoli cias- 
cuno è situato. Perciò ti stabilisce il principio che ritenendo comé 
positive le lunghezze coniale sopra rma retta in direzione determi- 
nala relativamenie ad un punto /ì.-^so su di essa, si debbano considera- 
re come negate quelle contate nella direzione opposta, essendo però 
interamente arbitraria la direzione nella quale da prima si misurano 
le rette positive. Nel caso alluale si ritengono positive le lunghezze 
misurale sulla OX a destra del punlo 0, e quelle misurale sulla 
OY al di sopra di esso ; e perlonlo sono negative quelle prese nelle 
direzioni opposte OX' c OY'. 

5. Le retle fisae XX' e YY' si chiamano assi coordinati 
e diconsi obliquangoli se l'angolo YOX è aculo od oUuso ed or- 
togonali se è rollo: la linea XX' prende il nome speciale di asse 
delle uscisse e YY' quello di asse delle ordinate; ed il pnnlo O 
♦Iella loro intersezione quello di origine de'le coordinate. Le rette 
ausiliari MjPa^OP, e MjPj^OP,, colle quali si riferisce la posizio- 
ne del punto M, a quella degli assi coordinali, ti chiamano le sue 
coordinate: la OP,, coniala sull'asse XX', dicesi ascissa e la OPj, 
presa sull'asse YY', ordinala e si rappresentano con le lettere x c y. 
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l'or tafi convenzioni le coordinale dei vertici del paraìlelo- 
grammo MjM^M^Mj sono facilmente distinte , e si ha 

Queste coordinate non difTeriscono nel valore assoluto ma 
solo nel segno secondo che il punto è situato noli' uno o nelP altra 
dei quattro angoli formati dagli assi. 

Essendo note le coordinale di un punto è facilissimo determi- 
narne la posizione. Infatti siano date cc= ' o, y= — b : si prenda 
sull'asse delle ascisse nella direzione OX delle grandezze positive 
una lunghezza OP,=a e da P, si conduca una parallela a YY'; 
quindi presa sulT asse delle ordinate nella direzione delle grandezze 
negative una lunghezza 0?^—b da si conduca una parallela a 
XX'; il punto ove le rette condotte da P, e P^ si tagliano è 
quello richiesto. 

II punto che ha per coordinate x=0 e y=b giace sull'asse 
delle y ad una distanza dall'origine misurata da 6: infatti es.sendo 
nulla l'ascissa, ambedue le sue estremila cadono nell'origine e la 
direzione dell'ordinala coincide coli' asse YY'. 

Parimente il punto espresso da (.T=a, y=0) e po<;lo sull'asse 
delle w alla distanza a dall'origine. 

Il punto (x=0, y=0) e l'origine delle coordinate. 
G. Coordinale polari. La posizione di un punto in un piano pu<'> 
determinarsi in modi dinercntissimi : tra questi ò importante quello 
delle coordinate polari. 

Avendo tracciato in un piano una retta fìssa OB e determinalo 

su (juesta un punto 0 come origi- 
ne, la posizione di un punto M 
qualunque del piano è in tulio de- 
Hnita allorché è nota la sua distanza 
OM=p dal punto 0 e l' angolo 
MOB=^ : infatti dati (juesti elementi si perviene a determinare il 
punto M cootìucendo da 0 ona retta ON che formi con OB l'an- 




golo dalo c prendendo su di essa, partendo da 0, una lunghezza 
eguale alla data P. 

La retta fissa OB chiamasi direllrice o asse polare, c 'i\ punto 0 di- 
cesi po/o: r angolo P c la lunghezza P, dotte ani/o/o polare e raggio 
vettore, sono le coordinale j>olari del punto M. L'angolo <t> si con- 
sidera conoe positivo allorché si suppone che il raggio vettore, per 
formarlo, abbia ruotato da destra a sinistra relativamente alla di- 
rettrice, e come negativo quando si immagina che tal moto del 
raggio vettore abbia avuto luogo in senso contrario. Il valore di P 
può esser qualunque da 0 a ^co. Per P—O si ha il polo: per 
P=0 e P==a si ha un punto della direttrice. 

Pr«blemi 

7. Phoblkma Dati due punti M, {x^y^), Mj [x^^ esprimerne 
la distanza per mezzo delle loro coordinate. 

Se gii assi coordinali sono obliquangoli rappresentiamone con fl 

r .ingoio, e conduciamo M,Q parallela 
;iirasse OX- Dal triangolo M,M,Q 
"^i ricava 



M,M,*=M,Q«4-M,Q2— 2M,QXM,Q cos M,QM, ovvero indi- 
cando con 5 la distanza M,Mj ed osservando che M^Q=£r, — cr^ 
M,Q=j/, — j/j, e che, essendo M,QM^=180° — fl, si ha 
cos M,QMj= — cos fi, ed estraendo la radice quadrata 

Quando gli assi sono ortogonali si ha ^=90° e la formula (1) 
diventa 

(2) ^=V{^-^,fMy-y^'- * 

Nel caso in cui uno dei punti, per esempio M., coincide con O 
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le formule {i) e (2) diventano 

(3) t=y/oo^^ l .^H-^^:» .y, f05 « 

e danno !a distanza di un punto all'origine; la (3) per assi obli- 
quangoli e la (4) per assi ortogonali. 

Problema Esprimere la distanza di due punU mediatile le 
loro coordinate polari 

rnJichiomo con 3 In lung hezza M,M,, e siano p, e i roggi 

veUori c (f>^ Q gli angoli polari 
dei punii M, e dal triangolo 
MiOMj si ottiene immcdiatumenle 




PROOLEMA 3." Dati due punti M, {(P^y^) e [xjf^) determi- 
narne un terzo lyf^ che divida la retta che li congitmge in una data 
ragione m : n, gli assi coordinali essendo qualunque. 

Si conducano le coordinale dei punii dati , e siano X=OP. 

e Y=^M3P3 quelle del punto 
cercalo M^; quindi da M^ e 
Mj si conducano le rette 
M,Q,(>4 e parallele ad 
OX. 

Dai triangoli simili M,Q,Mj, 
MjOjM^, e M.,qjMj si dedu- 
cono le proporzioni 




M,M.3 : M,M, :: M,Q, : Q,Q,, M.M^ : M.M, M3Q, : M,<i, 
c quindi 

tn ' n : : X — x^ : — X , w : « : : Y — j/, : «/j-^Y : 
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e da queste 

^ ' m-|-n •"-r'? 

Se il punto richiesto aoD cade fra BI, e ma esl^rnaineato 
come ^V» operando in modo analogo si hanno le proporzioni 
min:: X-^x^ : X— min:: Y— jf, : Y— tf, 

donde 



8, Le coordinate a e y polendo variare fra ^ co e — <», è 
aempre possibile rappresentare con esse un punto qualunque dei 
piano. 

Consideriamo ora una serie di punii, non aparsi a caso nel 
piMO ma disposti secondo una legge costante in modo che colla 
loro successione cosliluiscano una Unea continua, la quale aia per 
tal modo definita da qualche proprie^ caratteristica convenii^nte a 
tutti i suoi punti. La espressione anaBlica di tal legga, o di tal» 
proprietà, cioè la relazione />.y)=0 .da essa derivante frafecoor- 
dioatc variabili di un punto qualunque della linea si chiana rs«i«- 
jMone di questo linea. la quale perciò preudo ii nome di fcwj!» 
Sieomeirtco. 

Becìprocameoie, essendo data V equazione di una Unea, la na- 
tura di questa e la sua posizione nel piano rispetto ad un dato 
sistema di assi coordinali sono completamente noie. Infatti dando 
ad una delle variabili, per esempio a a?, un valore qualunque ar- 
bitrario • e risolvendo lequaaione f (•. y)=0, conlenentc la sola 
incognita y. sì ottengono per questa uno o più valori A» A, • • 
e peroìò l ponti espressi da («=:•» y=^,), (<»=•. »— ^a) • 

. («,=•, y=;5j evidentemente appartengono alla curva. Quindi 
attribuendo a a> valori diversi fra +• e sarà poswbile de- 
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terminare un qualsivogha numero di punii apparlencnli alla curva. 
Si noli però, che , dovendosi prendere per y i soli valori reali, ai 
differenti valori della x non corrisponde Io stesso numero di valori 
iìì y c che alcune volte non ve ne corrisponde alcuno. 

Procedendo in modo simile si può esprimere la legge di ge- 
nerazione di una curva data, o una sua generalissinut proprietà, 
ioediantc una equazione fra le coordinate polari di un suo punto 
qualunque: <]uesla ne è allora l'equazione in coordinale polari. 

Linea retta. 



9. Problema I. Data ma retta in un piano trovare U sua 
equazione supponendo gli assi coordinati obliquangoli. 

Sia AB la rena dala la quale seghi in A Tasse delle y: da 

questo punir) si conduca la retta AC 
parallela all'asse delle x, e preso 
un punto M qualunque della rella 
si tiri la sua ordinata MP e sia 
p il punto ove taglia la AC. Dal 
triangolo MpA si ricava 



0 r 1' 




mp=Ap , e qumdi si ha 

sen AMp 



senMAC • 

t 

Ponendo MP=y, Ap=OP=aj, pP=\0=b, che è il segmenl*» 
tagliato dalla retta data sull'asse delle y e contato dall'origine, 
MAC=:«, angolo che la retta fa coli' asse delle a?, e l'angolo degli 
assi YOX=e, la equazione precedente diventa 

sen» 



a? i 6, ovvero y=ax-\~b 



sena 



facendo a=^^^^7g3^\. Questa, avendu luogo per lutti i punti della 



retta data, è la sua optaziotìe. 

Cfom. Aitai. 
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Le quanlilà coslanti.o e b sono necessarie per dclerminare 
la posizione della retta nel piano. 

Se il sistema di assi coordinali è ortogonale abbiamo 6=90*. 

e quindi a= =tóngra esprime la tangente trigonometrica del- 

co$« 

r angolo formato dalla retta coli* asse delle ao. 

Se la retta data AB è parallela all'asse delle i/. indicrìndo con 

à il segmento OA che essa deter- 
mina sull'asse delle a? contato dal- 
l' origine, la sua equazione è evi- 
dentemente x=a, esprimendo que- 
sta il luogo di tutti i punti elio 
hanno l'ascissa costante a. Simil- 
mente l'equazione della retta A'B' 
p.irallcla all'asse delle x h y=lu dove b è il segmento OA' che 
esso determina sull'asse. 

Infine l'equazione cc=0 r.ippresenta l'asse delle j/, y=0 
quello delle £c e il sistema delle due equazioni x=0, j/=0 il punto 
O, origine delle coordinale. 

Problema II. Data di posizione finn retla, determinare la sita 
Pf/un sione in coordinate polari. 

Siano 0 il polo, OD l'asine polare e AB la retla data: con- 
dotta da 0 la perpendicolare OP 
sopra AB e ad un punto qualun- 
que .M della retla il raggio vettore 
OM, si ponga 09=p, POA=«, 
OM=rp e MOA='?». Dal triangolo 
reit«'mgolo OPM si trae iramediala- 
mon!c 

(2) OP— OM cos MOP ovvero p=;. cos (*— ?) 

la quale, convenendo ad ogni punto della retta, ne è l'equazione. 

Se lo retla data è perpendicolare all'asse polare, ovvero se 
l'angolo * e nullo, l' equazione ix»lare della retta diviene p=? cos 
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dreonfrreitKa. 

40. PnoBLEMA I. Tromre I cptazione della circonferenxa del 
eircolo il cui centro è nel pvìto {x=^a, y=h) ed il cui raggio è 
T, gli assi coordinati essendo obliquangoli. 

La proprietà carallcrislica che detìnisce la circonferenza ò quella 
(li avere ogni suo punto equidistante dal cenlro. Pertanto, indicando 
con B l'angolo degli assi e con a? e j/ le coordinale di un punto 
qualunque della curva, la distanza dì questo dall'origine eguaglia 
il raggio r; cosicché l'equazione cercala è (n." 7) 

(1 ) r'=[a>-a)--r (y-^j'-f 2(aj-o);t/— 6) cos B. 

Se gli assi coordinati sono ortogonali st ha 0=90^ e V equa- 
zione diviene 
• (2) r*=(a>-a)2-,-(^)« 

Se il centro del circolo coincide coll'origine abbianno a=0 e 
6—0, e le equazioni (1) e (2) si trasformano nelle seguenti 
(3) r»=a!*-l t/-'-2a?j/ C05 fi, (4) i^=a^^-y'. 

Problema If. Trovare in coordinate polari V equazione della cir- 
conferenza del circolo il cui centro è nel punto {p=d,p=a) ed il 
cui raggio è r. 

Designando con p e 9» le coordinate polari di un punto qua- 
lunque della circonferenza, la sua distanza dal centro eguaglia il 
raggio r e perciò (n.** 7) l'equazione cercala è 

(5) r*=^*-{-d«— 2prf cos («^). 

Se l' asse polare passa pel centro o «=0, 1" equazione diventa 

(6) r^=(^-Yd'—2pde05P. 
Quando si prende per polo il centro abbianu) 
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Ellisse. 

H. L'ellisse è una curva tale che la somma delle disianze (fi 
ogni suo punto a due punti psKt, dati di posizione nel piano, egua- 
glia una data lunghe-iza. 

Pkoblema I. Delewìinoi'e V equazione delV ellisse in coordinale 
rettilinee. 

Si ponga l'origine delle coordinale di un sistema d'assi orto- 
gonali nel punto di mezzo 0 della 
retta congiungente i punti fissi 
F e F', e si prenda questa per 
asse delie a? c la sua perpendico- 
lare in O per asse delle g. Indi- 
cando con Sa la lunghezza data , 
con 2c la distanza F F' dei due 
pu:;ti fissi, con (rr=OP, t/=MP) un punto qualuoque M della curva 
si ha per definizione 

e quindi, dar triangoli rettangoli MPF e MPF' avendo 
AIF— v't/*-j-(c — cn]^ e MF'==\/y*-|- (c-|- a?)', si ottiene per l'equa- 
zione della curva 

Per ditninare i radicali trasportiamone il primo nel secondo mem- 
bro c seraplicizziamo, avremo 

a\/lf-^-[c — a?)*=o' — ex , 
e di nuovo elevando a quadrato ed ordinandi 

aY^{a'-c*)a^=a\a'-c^, 
ovvero, ponendo o* — c*=6* il che è sempre possibile per essere 

(1) tty-j-6V=a*6*. 

I punti fissi Fe F cliiamnnsi fuochi dell'ellisse, la retta AA'con- 
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dotta per essi e terminala al perimetro asse maggiore, il punto O 
centro dell'ellisse, la perpendicolare BB' condotta pel centro al- 
l'asse maggiore e terminata al perimetro asse minore: i quattro 
punti dove gli assi incontrano la curva ne sono i veriici. 

Congiungeudo il punto B con i fuochi sarà evidentemente 
BF=BF=a e perciò BO*=a*— : dunque 6 è U semi-ass» 
minore della curva. 

PaoMiHA IL DeUrminafe in coordinate potori l^éjuagùm» ddla 
ellitte. 

Si prenda per poto il fuoco F e per direttrice TF: essendo 
H(p^) un ponto qualunque della curva, dal triangolo MFF ai trae 

llF^lir"+FP«— SIMP'XFT' COI MFT. 
Ma abbiamo MF:^,MFT=r^, Fr=8e e MF=ia—P: quindi, so- 
stituendo e ridooendo, ai giunge all'equazione p(a — cc<»^»)=6*, o 



a 

2b' 

La quantità 2p=^ si chiama parameLro dell ellisse, e l' altra 
a 



fzs^ la sua eeuntricitiL 



12. L'iperbola è una curva tale che la differenza delle distanze 
di ciascuno de' suoi punti a due punii (isii, dati cU posaione nel 
piano, è cattante. 

PaoBLuu L IkUrmmaro l' equasiom deU' iperbola in eotfémale 
rettilinee. 

Procedendo col metodo adoperato (o.' 44) per atabilire i'eqoa- 
lione dellfl elliase, dalla fondamentale relazione 
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si ottiene 




ovvero, dopo avere da essa elimi- 
nati i radicali, 



ay— (c'^aV=— a*) : 
ponendo — o*=6*, il che è sem- 
pre possibile perchè 2c>"2a, si 
perviene alla seguente equazione 



Vir-hl^-h cjWi/'H- (^0*=2«i 



della curva 



I punti fìssi F e F chiamansi fuochi, la retta AA' asse tras- 
veno, le sue estremità A e A' vertici, e il punto 0 eentro del- 
r iperbola. 

Innalzando dal centro una perpendicolare air asse trasverso e 
costruendo una losanga avente per una delle diagonali quest' asse 
e per lato la lunghezza c, l'altra diagonale è su tale perpendico- 
lare ed eguaglia 26: infatti dal triangolo rettangolo AOB si ricava 
0B'=c'~a'=6* e perciò BB'=26. Questa retta BB' che non in- 
contra la curva chiamasi asse immaginario. 

Problema II. Determinare in coordinate polari l' equazione della 
iperbola. 

Prendiamo per direttrice l' asse trasverso e per polo il fuoco F. 
Considerando on punto qualunque della curva M(/>,<p) dal triangolo 



MFF' si ha 



MF'^MF^-I-FF^— 2MFXFF'coiMrF, ovvero 



{p — 2a)'=p*-y- 4c^ — 4pe cos o, 



e sviluppando e rìduceodo 



e finalmente 



(2) 




a 



e cos (p — 1 



P 
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45 

La quantità 2»= nominasi parametro c e=— eccerUrieità 

a a 



della iperbolo. 



Parabola. 



43. La parabola è una curva di cui ogni punto è ad eguale 
disianza da una retta e da un punto fìssi e dati di posizione nelpiam. 

Problema I. Delerminare in coordinate rettilinee V equazione della 
jHir aboia. 

Sia F il punto fìsso e DD' la retta data. Condotta da F la 

perpendicolare FR alla retta DD' 
si ponga r origine delle coordinale 
H^^^^^^l nel suo punto di mezzo 0, si pren- 




da per asse delle x la retta OF 
e per quello delle y la perpendi- 
colare a questa. Posto FR=2/) ed 
essendo M un punto qualum]ue 
della curva, per la relazione fondamentale che la definisce 
MF=MK=PR=p-|-cr, e dal triangolo rettangolo MFP si ottiene 
l'equazione cercala 

ovvero, sviluppando e riducendo, 
(4) 

Il punto fisso F si dice fuoco della parabola e direttrice o li- 
rica della sublimità la retta data DD': la jierpendicolare condotta pel 
fuoco alla direttrice si nomina asse e vertice il punto ove essa 
taglia la curva. Infine il parametro principale ip della parabola si 
definisce la quadrupla distanza del fuoco dal vertice. 

Problema II. Determinare in coordinate polari V equazione della 
parabola. 

Prendendo il fuoco per polo e P asse della curva per asse po- 
lare, dalla relazione MF=FR | FP si ha immediatamente l' equa- 
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zìone richiesi .r— gp 

f—^p-]~P cos ovvero 

^ — cos 9 



tilioee o polari, d/ uno .,ualu„nue 1 '""""''^ 



<^IM«M« 41 Ditele. 



PaoBiEM. in, wnffente n cissoirfe. 

*«« re^^u^ 

d^ile ! "^"^ ---e e si prenda per asse 

"eTo AA e a sua perpendicola,^ YAY per quello 

^1 a curva e R e S i pumi la 1m 
taglia la crconferenza e la tangente. 

t; equazione d Jla curva si determina 
esprimendo per mozzo del raggio r della 
Circonferenza data e delle coordinale del 
Pertanto ,hK " ''««"OS"^"" AM=RS 

rertanto abbiamo evidenleraenlc AM=v/^~17 . h . 
elementars I j ™— V«"-rSr'. e dalla Geometria 

dal IT "■'■'") deduce ,1 valore «8=^1^ 

.-.e. ncavando dai ..angoli simil. ASA'e AMP 
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prOBsioiii 

AA^MP iry 40 AA^AM_arV^±^ 



8i oUieoe BS=: — t—Z— ■ : quiudi la relazione fondamenlaie ci da 
r equazione ^ 

ovvero 

(1 ) (oT*- 1- tfjx — 2 r y*=0. 

Problbma 11. Determinare in coordinale polari l equazione della 

cis&oidc. 

Sia A il polo, AA' l'asse polare e M (P, p) un punto qualunque 
della curva. Condotta la corda A'R, dai triangoli rettangoli ASA' e 
ARA' si deducono le espressioni 

AA' / 
AS= — =2 r sec ?>, e AU= AA cosp=^r cosp. 
eotp 

che, sostituite nella relazione AM=RS=AS — Afi, danno l'equazione 
della curva 

COBp 

Questa curva fo iminagiiialada Diocle. geometra greco che fiorì 
nel secolo 6.* delibera cristiana, per l'oggetto di costruire due medie' 
proporzionali fra due date lunghezze. 

Chiamasi owUe di Descarkt la curva , di cui Offni putU» M è 
a diuaiue MF e MF, da diie pmH /Im F e UUi da todUtfare 
alia rda%me )JIFdb:}*MF=8, netta quale ^, a tono numeri po- 
titìvi datL 

Gtm. Ami. t 
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Problema I. Determinare in coordinale reUilinee i equazione del^ 
l' ovale cartesiano. 

Ufiando il metodo leouto per T ellisse (n.^ 11) si ba Tequaz'one 
la quale, eliminati i radicali, diviene 

ovvero 

PfeouuA D. Iktermman in eoordwaU polari Fessone deU- 
r ovale eartaiana, 

Preodeodo F' per polo e FT per aaae polare, dal triangolo HFP' 
si deduce la refazione 

dalki (juaic, fallo le sosliluzioiii, si oilienc|r equazione poiure richiese 
la, cioè 

(azf:t''iif^=.'\'{f^-^ i e- — 4 f c eotp). 

Se x=';^ l'ovale cartesiano si trasforma in nna ellisse od in una 

ijiorbolasccondochcil secondo termine delPeguaglianza xMF=t:/*Ml'"'=a 
è positivo 0 negativo. 

17. Teorema. Ogni equazione algebrica o (rascendctUe fix,y —0^ 
che Burnite fra U eoordituUe variabili a; e y di un punto qudtmque^ 
Hprime tempre ma curva^ la quale è il luogo geomktrtco dei pmti 
che hanno per eoordinaie coppie di valori dixediy alti n soddisfarla» 
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Assumendo per la x un valore arbitrario a, l' equazione /(a, t/)=0 
da il modo di delernjinarc per y valori corrispondenli a questo parti- 
colare valore di x, i quali sono in numero finito se T equazione è al- 
gebrica ed in generale infinito se trascendente: perciò dalla ctjuazione 
f [a>, y)=0 sarà rappresentato il sistema di punti la cui ascissa co> 
mune è a e le eoi ordinate sono i valori di y traili da / («, y)= 0. 
Prendendo poi per d9 un'aliro valore arbitrario a si avrà pari- 
meote un'allra serie di- paoli le coordioate dei quali soddisfanno alla 
data eqoasione. Simili risoltalì otterremo per altri valori*", 
dati alla w. 

Perlapto, se of prende soecesaivameile tutti i valori da -f^ 
passando da -poo ad «, ad «' ad eccootinoameote per (otti i valori 
iotermodi,rioflieme delle serie dei pooti così otteootì forma ooa corvè 
ogni punto della quale soddisfa alte CDodirieni poste dall' equaziov^ 

data e che perciò ue è la geometrica rapprcscnlazione. 



I. Trovare le lunghezie dea lati di uo triangolo^ date le coor- 
dinate dei suoi vertici (w^= — S^y^i), {mf=B,y^=s — i)» e 
(m^*l4ffss=3), qoaodo ij& aaai sono ortegoeali e quando formano 
on*en|selo di 30* 

E Date le coordinate dei vertici di un trisngolc^ trovare quelle 
del punto d'incontro delle mediana 

UT. Unito il vertice di un triangolo col punto dèi lato op- 
posto in cui questo è diviso in due segmenti che stanno fra loro 
nel rapporto m : « , trovare le coordinate del punto in cui la con- 
giungentc è divisa in due parli aventi il rapporto m-j-n: L 

IV. Siano dati in un piano m punti A, (a?, ;/,), (^,. !/,}••• 
("^yj e sì conoscano altrettanti numeri Con- 
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giunto A, con A„ si di'tormini sulla congiungenle il punto P, in 
modo che si abbia A,P, : P^A^ :: /'x, ; quindi si unisca P, 
con A3 e si divida P^Aj nel punto P^ per modo che si abbia 
PjP, : P,A, : : jSj : similmente si divida la retta P,A^ ne! punto 

secondo il rapporto ^^•^^=>l T e si proceda con questa legge 
fino all'oltiaio ponto dato A„. Trovare le coordinale deir ultimo 
punto di divisione P^.,, il quale si nomina eenira deUe ditUmxe fro- 
jMtnnonaH a ^, e emiro deUe medh dàtante quando 

y. Determinare in coordinate rettilinee e polari le equazioni 
della ovale di Cassali In questa curva il rettangolo delle distanze 
di ogni punto a due punti fìssi F e F, dati di posizione nel piana, 

eguaglia un quadrato dato a*. 

Preso un sistema di assi ortogonali avente per origine il punto 
di mezzo 0 di FF'=2c e por tasse delle ascisse FF', T equazione 
in coordinate rettilinee è (]^-\-<x^-\-c^)' — ic^a^=(j^. 

Essendo FF' l'asse polare ed 0 il polo si trova 
^ — 2fVcosSl^-f^*=a^ per T equazione in coordinate polari. 

VI. Determinare in coordinate rettilinee e polari r equazione 
della concoide di Nieomedt, Questa è una curva io coi, essendo 
dati di posizione od piano un ponto 0 ed ona retta AA', con- 
giunto con 0 00 800 punto qualunque H, il segmento MT dì que- 
sta retta OH compreso fra M ed il punto T ove sega la retta fissa 
eguaglia una lunghezza data. 

Questa curva fu immaginala da Nicomedc , geometra greco che 
si crede fiorisse fra il 3." e il 1." secolo avanti l'era volgare, per 
la risoluzione del problema delle due medie proporzionali 

VIL Determinare in coordinale rettilinee e polari T equazione 
della curva nella quale, esseodo dato di posizione nel piano on*an- 
golb retto AOA,, condotta ona perpendicolare daon soo ponto qua- 
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loliqUe M alia retta OM, che Io uniaoe col vertice dell' angolo rcilo, 
il segmento della perpendicolare eompreso fra i lati OA e OA, 
eguaglia ima luoghena data. 

VIIL Dato un'angolo retto AOA, ed un punto A^ sopra uno 
dei suoi lati» determinare in coordinate rettilinee e polari FequB' 
tiene della ^urra nella quale^ congiunto un suo punto qualunque 
H col punto fino A,, il segmento MT compreso fra M e il punto T, 
nel quale la retta congiungente HA| taglia il hlo OA eguaglia in 
tBÌon assoluto il segmento OT. 



I 
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CAPITOLO 11. 
TrmiterMMl«M delle ceordlaAtc. 



' 48. Alcune delle quantitik cosCaoti che eotraoo oell' equazione 
dì una curva riferita ad un nolo sistema di assi coordinati, o ad 
un sistema polare, dipendono soltanto dalla sua forma c dalla sua 
grandezza; altre dalla relativa posizione delia curva e degli assi o 
del sistema polare. Così nell'equazione generale (n° 10) della cir- 
conferenza il raggio r dipende unicamente dalla natura di questa e 
le coordinate, rettilinee o polari, del centro dalla posizione che questo 
occupa nei piano. Però, la scelta di un sistema d*assi essendo in 
generale arbitrarìat la medesima curva, mutate le coordinate, potrà 
essere rappresentata da infinite equazioni differenti fra le quali po- 
tremo eleggere quella che meglio convenga a svetame la natura e 
le proprietà. Pier conseguir ciò^ nota essendo requazieoe di una curva 
per un dato sistema di coordinate, fa d*uopo dedurne un* altra la 
quale esprimala medesima curva riferita ad altro sistema pur noto^ 
Il metodo generale consiste neir esprìmere, per un punto qoalunouc, 
i valori delle coordmate primitive in funzione delle nuove e nel"o- 
stituirli nella proposta equazione, la quale con ciò si trasforma m 
altra che del pan conviene ai medesimi punii. 

19. Le relazioni sussistenti fra le primitive e le nuove coor- 
dinate si nominano formule di trasformazione. 

Pier stabilirle quando i sistemi sono di coordinate rettilinee dob- 
biamo considerare i tre casi seguenti: 1.' eambiare V origine man- 
ttnmio Uveariata l« diresiòne de^ atti; 2.* conciare la diresione 
degli atti tenendo (a medtmna mgÌM; 3.* eomòiors ror^jìne e la 
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Aìrezionr tìogìi asst. Per sislcnii rellilinei c polari i cosi sono due, cioè; 
1 ° cambiare le coordinale retti linee in polari: 2° mutare invenamenle 
le coordinale polari in rettilinee. 



Sistemi di roordinate rcCflIlncc. 



20. 1." Caso. Siano (kc e Oy gli assi primilivi e le rcllc O'X 

e O'Y, respelli vomente parallele ad 
essi, siano i nuovi assi : s indichino 
con (ajj^=:OB,j/^=0'B) le coordinale 
della nuova origine rifcrila al primo 
sisleina. Rap|irescntnndo con 
{a-=OP,y=MP),(X=:0'P',Y=MP') 
le coordinate di un punto qualunque 
M relativamente al primo ed al secondo sistema, si ha 




ovvero 



1 Vo , Y. 



Queste rimangono egualmenlo vere qualunque sia 1 angolo che com- 
prendono ^^li assi. 

21. 2° Caso. Siano O.r e O7 gli assi primilivi e xOy = 6 
l'angolo da essi formato: siano OX e OY i nuovi a.ssi e 

XClr=a, Y0a7=^ gli angoli che 
fanno col primitivo asse delle a;. Si 
rappresentino con (a?=OP,j/=MP), 
(X=OP', Y'=MP') le coordinale di 
un , punto qualunque M relaliva- 
menle al primo e al secondo si- 
stema ; da P' si conduca una paral- 
lela nd Or fino al punto Q nel quale incontra la MP al una pa- 
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rallela ad Oij fino in R ove taglia Ox. Per tale costruzione eviden-* 

temeote 8i banoo le espressioni 

» OP=OR— QP', MPrr-MQ I P'R. 

Osservando che P'OR^*, FROssISO"— fi, e OP'B=S— «s dal triaa- 

gpto OP'a si trae 

in simil modo, essendo MQP'ss*. MP'QssISO^— 0. e P1ÌQ= 
YOy=^—^ dal triangolo MQP' n ba 

^ sen B seri 9 * ^ $en Q 

Quindi, sostituendo i valon trorati nelle espressioni (a), se ne dedu* 
cono le formule 

IX sen (e — ien{i—^) 
O D — ~ 1 
SS»» 
Xsen«+Ysen^ 
5^= 

Nell'uso di queste formule conviene definire esattamente quali 
segni debbono attribuirsi agli angoli in esse^conlenuti. Gb angoli 
<KQ/g=^fiBX3(k=tk , e aOYsssfi hanno il segno positivo quando aooo 
diretti dalla medesima parte di Ocd, e gli angoli }fin=$jgOJssA — 
e s|OY=*— (S sono positivi quando son volti dalla medesima parta 
di Oy: peroiò, se nella pclma o nella seconda serie alcuno d^li 
angoli è volto dalla parte opposta al primo, è necessario attribuirgli 
il segno negativo. Si osservi che 1' angolo e può ricevere tutti i 
valori compresi fra 0"* e -|-180*, mentre i valori di * e di fi sono 
fra — 180» e -rl80". 

Dalle formule [i] si deducono immediatamente quelle che con- 
vengono al problema inverso, di ritornare cioè dal nuovo al primi- 
tivo sistema di assi* Infatti basta cambiare in esse a) e y in X e 
Y e reciprocamente; quindi 9 in 0— «i perchè ali* angolo aOy 
si deve sostituire quello formato daiTnuovi assi ; poscia * in — • 
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e ^ in fi — «, perchè agli angoli che i nuovi assi fanno con Ox cor' 
rispondono quelli che i primitivi fanno con OX, e finalmente, per 
ciò che abbiamo ora osservato, cambiare ^ — a iu ^ e d — ^ ia ^ — d* 
Quiodi le formule rtchieate sono 

^ X scn iS-j-»/ sen — fl) 

Y — y 

Io alcune parliooltri ciroofllanze le. formule (1) e (2) diven- 
^DO più Mi9pHci: 

4.* Quando gjl aasi prioiitivi sodo ortogonali, ossìa ^90*, e 
l^li aUrì 4>bllqoangol|, esse si riducono alle seguenti 



(3) 



Ì£D=XC0S« Y co«^, 

j£_.<r sen (l — y cos ^ 
sen /3 — a) ' 

Y — X sen a-- j/ cos a 
sen {fi — a) 



2. * Se gli assi primitivi sono obliquangoli e gli allrì ortogo- 
nali, cioè ^^0*-J-«, le formule generali si trasformano nelle 

Xi«i(fl- ^) — eos (fl — a 

f5 < «end ' 

» ^ «- j -Y eos u _ 

j X=-x cos u^y cos {(} — a), 
( Y= — a}sen»-{-ysen(^-r-»): 

3. * Ambedue ì sistemi essendo ortogonali si hanno le formule 

) y=X«en «-j-YcM»; 
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^ X=J: cos x-r- ì) seti X, 



22. 3° Caso. Essendo yOa- il primitivo sistema Ji ossi e YO'X 
il nuovo, coniloUe da 0' le reiiv. O'B e O'A respellivamentc parallele 
ad Oa- e 0»/, si efrelluerh questa generale trasformazione cam- 
biando primieramente r origine col 
sostituire il sistema AO'B al primi- 
tivo, e poi la direzione col passare 
da AO'B al nuovo sistema YO'X me- 
diante le formule (i) del n.°20e(1) 
del n." 21. Quindi, ritenute le nota- 
zioni »li sopra usate per le coordinale 
di (V e [)er gli angoli yOx, XO'R o YO'B. avremo f)cr le formule di 
trasf<trmazionf proprie a (lueslo c iso 

\ ay=:x -\- \ - • 




Kldfeiiil «il roor 'Inate rcKilliice — polari. 



23. I* O/se. Palo un sistema di assi coordinali comprendenti 

fra li>ro un' angolo i/Oa:=fl, e dato 

■ un sistema polare avente il polo 
nel punto 0'(irj,,t/J e per direttrice 
la n'Ita O'Dclio forma con O'A, pa- 
rallela ad Ox, l'angolo DO'A=* si 
v( glionoesprinicre le cooi d inate rei - 
lilinoe di un punto M [oo,y] in fun- 
zione dello ouc tourdinalc pul.ui O'M— .^c MO'D^P o delle quantità 
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noie 0?^, ij^, è, st. Abbiamo cviutulenunle 

OP=OB-fO'A, MP=0'B+MA; 

e dal irìangoio MO'A si deduce 

Q,^__0'M sen 0 .M A_ j; se» 6 — ^. - , ^ ^_ 0 .M scu MO'A J^^l^^+P) 
~sen O'AM .s.»i6 ** senOAM «enfi 

quindi, fotte le softlituzioiii, si hanno le furrnule generali richieste 
(1) ì *^ 



1 



Si osservi che « può ricevere tutti i valori fruO" e 48U^ Quando il 
primitivo gisterna di assi è ortogonale si ha 0=90^ e perciò 



Se inoltre Tasse polare è parallelo ad Oo^, ovvero «-=0, le formulo 
si riducono alla forma più semplice 



(3) 



le quali, quando il polo coincide con la orìgine, divcnlanu 

/^j f X=pCOSp, 

24. j}.* CSoso. Ptor trattare il problema inverso, quello cioè di 
esprìmere le coordinate polari di un punto qualunque per mezzo 

delle rettilinee, riterremo le notazioni precedenti. Per la formula che 
dà la distanza di due punii in funzione delle loro toordin;jtc retti- 
linee (n.°7) immedialamentc si ha p ; e dalle formule ,1} dei n.** i3. 
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eliminando p, si ha l'espressione di tjang {a-\-p): quindi abbianuy 



kmg «4-9> = -7 ^TT f ^ 7- 



Queste formule di trasformazione non sono mai adoperate in laUa 
la loro generalità. Allorché il sistema rettilineo é ortogonale^ ovverei 
•=90', se ne ricavano le seguenti 



Qnando inoltre l'asse polare è parallelo a quello delle 00; cioè a=Kr, 
abbiamo ^ 

dalle quali, se di piii il polo ooiocide coIV orìgine del sistema rat-' 
lineo, si deducono le seguenti di Ibrma più semplice e più usata 



(i) 



I. Data la relazione ^c'-j — 4^^' i i;iiy=12 a cui soddisfano 
le coordinate di un punto, determinare (jiiella in cui essa si trasforma 
trasportando V origine degli assi coordinali nel punto (aDe=2, y=7, 5). 

II. Le coordinate dì un punto in un sistema di assi ortogonali 
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«iddisfano alla relaziono 2^ — 00^=18, deternunare ciò cbe questa 
diviene prendendo per nuovi aaai le bissettrici degli aiigoU comprea» 
fra gli assi prìmilivi. 

IIL Trasformale requanone 7aD^ — l^-j-Tj^SS da un sistema 
di assi, comprendenti «n angolo d'r 60*, in un sistema iòrroato dalle 

bissettrici degli angoli compresi dagli psst prìmìtivi. 

IV. Trasformare l'equazione ì^-\-i,5xij — a^-r-lx — 

un sistema di assi che fanno un'angolo di 00°, ad un sislcaia di 
assi ortogonali conservando il primitivo asse delle ao, 

V. Date le coordinate x, y di un punto qualunque riferilo al 
primitivo sistema di assi xOy [xOy=^^), e quelle X, Y riferilo ad 
nn nuovo sistenoa XOY (X0Y=6) » dimostrare che sussiste la re- 
lezione: 

s^+y*+%<vy m 0=X'+Y'+2XY «os 9- 

VI. IVaafonnare Tequarioné 1^ — ^25j/'=4l4 da un sistema 

ortogonale ad un sistema obliquangolo tale che il nuovo assH delle 

w faccia col primitivo un' angolo la cui tangente trigonometrica 

equagli 0,8 ed il nuovo assi; delle y faccia col primitivo asse 

delle 07 un' angolo la cui tangente trigonometrica sìa eguale 
a — 0,8. 

VÌI. Trasformare le equazioni 

rifiurile ad assi ortogonali in coordinate polari, situando il polo nel- 
l'orìgine del primitivo sialema e prendendo per asse polare Tasse 
delle w. 
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Vili. Date le seguenti equa2ioni': 

(a>Vy'+<6)!— 64*'— 256=0, 2»(a>— 7^— »*— 36ìb*=0 
in coordinale rettilinee ortogonali, tradbnnarle io cooitiiaate polari 
ponendo il polo nell* origine del primitivo neteina e prendendo per 
0896 polare Tasse delle a. 

IX. TrasfiMrmare da coordinate rettilinee obliquangole ( essendo 
9 Tangolo degli assi) in coordinate polari le seguenti c<]uaziorti : 

3oj'±4i/»=12 (fl=60'*); xy=2^ ($=54"); 
yV— <6)-H»«(25— «)=0 (6=46'»); 

sknando il pelo nelT origine del primitivo sistema e prendendo per 
asse polare l'asse delle <v. 

X. Trasformare da coordinale polari in coordinale reltiliiioc 
ortogonali le sotto notale equazioni, ponendo l'origine del nuovo 
sistema nel polo e prendendo pec asse delle x V asse polare : 

P' sen 2?>— 7 2, P=3(2 cosp—'òsen «•). 

^'=25 cos 2p, p=3 eos 2 »en 

v9 eos r=5, P[i — sen 2?»)=1 1 eot 

» 

XI. Tìrasfonnando 1* equazione 

(1) Ad?'-i-Ba'i/4-Gi/»=n 

da un sistema di assi 0», Oy, (aOy=$)t ad un nuovo sistema OX, 
OY , (XOY=e). le quantità 

A-fC—B eottf B*— 4AC 
ién*6 * ««1*6 

rimangono invariale, ovvero, rappresentando con 

A,X«-| B,XY-;-C,Y»=H 
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la trasformata della equazione (1) si hanno le relazioni 

(2) A-i 1 ^ co<6_ A,-rC,— n.cose ^ 5L"r*:_^^^_*y~^ ^iìj 

ten* 6 sen* 8 * ù ~~ «en- 0 

La diretta dimostrazione di questo Teorema fondata sulPuso 
delle formule di trasforroasione esige calcoli assai laboriosi; per- 
ciò è da preferirsi la seguente dovuta al Prof. Boole. 

Le quantità a^-{~9a>y co» fi-r!/'» ^' r 2XY coi O-j-Y* esprimendo 

il quadralo della di$lunz<i di uti punlo M dall' origine O nell'uno 
e uell'ullro eislema sono ideiUiclie; Uiunde nnclie le due (|uunlilù 

A(X^+2XY«)te+Y»)-|-(A,X*-i-BjXY-|-€,\«}. 

nelle quali A è una costante arbitraria suscettiva dì ricevere un 
valore qualunque, sono parimente identiche in quantodiè tradu< 
cono in ambo i sislemi la formula AOM^-j-H. Pertanto eguaglian- 
dole ed ordinniido si oUieae: 

(a) ^K^j-A) ra?y(2AcosaT'W)+!/'(^-l-C) 

=X«(A -r- A;-ì-XY(2 Acos e-rB,>-j- Y«(A |-C,). 

E se si attribuisce a A un tale valore ()er il quale il primo membro 
di questa identità divenga un quadralo perfetto, esso deve evi- 
dentemente rendere anche il secondo membro un quadrato perfetto. 
In conseguenza le due equazioni di secondo grado 

_J- — - — ^ K ,-r=0 

" spir fi setv A 

le quali esprimono le condizioni affinché ambo i membri della (a) 
sieno quadrati perfetti, devono dare i medesimi valori per A e perciò 
devono identificarsi. Quindi eguagliando i còef&cienli dei termini cor- 
rispondenti si ottengono le reiasioni (2). 
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CAPITOLO ni. 
«iMsIfleiialMe delle llMe. 



2.O. Ogni linea si può f>ein|)re considerare oenerata da un punto 
che si muova, il suo oioviraento essendo allronde definilo da leg- 
gi cosldnti e note : e la equazione di essa sì stabilisce deducendo 
dal dalo modo di geoerazioi» la relazione aaaittica che ìavarìabil> 
meole deve collegare le coordinate appartenenti ad un suo punto 
qualunque. Questo metodo che dì frequente « adopera onde per^ 
venire alla equazione di una linea solo apparentemente diflbrìaoe 
da quello sviluppato nel n.* 8. poiché dalla natura del moto con cui 
il punto generatore la descrive si può ricavare una sua generale 
proprietà. Così la circonferenza del circolo si genera* da un punto 
il quale si muove in guisa che la sua distanza da un punto fisso 
rimane invariala; la ellisse da un punto che nel suo moto sta da 
due punti fissi a tali distanze la cui somma rimane sempre co- 
stante; ed è evidente come la legge da cui dipende il molo del 
punto generatore somministri (juella proprietà secondo la quale cia- 
scuna di esse già si determinò. Nullameno ò opportuno d' illustrare 
con esempi (juesta maniera di stabilire 1" equazione di una linea ìq 
quanto che spesso il suo modo di generazione pu6 esprimersi con 
semplicità grandissima assai più che la proprietà in esso involuta. 

ClcleMe. 

26. La Cicloide è una eurea deserilta da mpimlopotlo nella 
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cìnonferenza di un circolo menlre questo ntotando scorre Itmgo tuta 
reità fissa. 

P«0BLEB4. — Determinare in coordinale relUlinee V equazione, 
tlelta cicloide. 

Si prenda la retta fissa per osse delle w, e si |X)nga l'ori- 




gine di un sistema ortogonale di assi in 0 ove il punto genera- 
tore M era sulla retta fìssa Ox ; sia AMB una posizione del cir- 
colo mobile di raggio eguale a R , e perciò M sia un punto della 
curva. Per la legge con cui si effettua il moto di M l' arco AM 
eguaglia in lunghezza la retta OA. Inoltre sia D il punto sulla 
retta Oco in cui il punto generatore M torna di nuovo a coin- 
cidere con essa di guisa che OAD eguaglia la lunghezza della 
circonferenza del circolo mobile. Si bissechi OD e in T suo punto 
di mezzo si inalzi la ordinala TV=2R; dalla generazione della 
curva V resulta il punto più alto di essa. Posto OP=£d, PiM=y, 
MCp=6 , essendo 0A= arco AM, si ottengono immediatamen- 
te le relazioni 

(1) ar^R; fl— scn fi ), i/=R(1 — cos 5 ) . 

dalle quali, eliminando l'angolo ausiliare 5, si deduce 

(%) » teR are sen (^^^'^^~'-^'^~\/y[2l\-^j) 

I>er l'equazione della curva. 

Siccome sen fi e cos |5 pigliano i medesimi valori allorché 0 é 
aumcnlato di Srr, in, Qv, ... 2nT evidentemente apparisce come j/ 

C*9m À noi ^ 
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riceva valori che periodicamente si riproducono ( il periodo è com- 
preso fraO e 2R), mentre i valori di od fra 2(n — 1)7rR e 2«itR si 
formano da quelli del periodo precedente nel medesimo ordine, 
ciascuno di essi però aumentato di 2irR: laonde la cicloide si 
compone di archi eguali ad OYD, a destra ed a sinistra dell'ori- 
gine 0. 

La retta OTD chiamasi base, la TV altezza ed il punto V ver- 
tice dell'arco cicloidale OVD. 

spirale di Archimede. 

La spirale di Archimede è t.na curva descritta da vn punto 
che percorre con moto uniforme partendo da un punto fìsso una 
retta mentre questa ruota uniformemente intorno ad esso. 

Problema — Determinare in coordinate polari l'equazione dd- 
la spirale di Archimede. 

Si ponga il polo nel punto fisso od origine 0, c si prenda 

per diretlrice la posizione iniziale 
della retta che ruota intorno ad 0, 
con il quale il punto generatore 
M coincide. Sia a=Oa la lun- 

■S^^^^I^I^H ghezza percorsa da M allorché 
^^^HRB^B| la retta OA ha descritto un ango- 
^^^^^^^^H lo eguale alla sia poi P la 

^^^^^^^^^ lunghezza de! cammino percorso 
da M allorquando OA ha descrillo l'angolo '?)=MOD. 

Per la data legge di generazione deve, per qualunque posi- 
zione di M, sussistere la relazione * 

0M_ MOT) 

Oa~ «OD 

da cui si deduce ?=op, equazione della t urva. 
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ÌS. Basendo nel sistema earleaiuMr le linee pienamente rappre- 
sentate dalle loro equazioni, fa d'uopo esporre alcune ddto esaeti- 

ziali proprietà che queste godono. 

In prima si supponga la equazione di una linea, algebrica, li- 
berata da ogni irrazionalità, ridotta intera: allora la sua forma 

generale, m essendone il grado e 1 C*'*-!''^) numero dei 

termini, è 

F(«af)=A^+A,«r-v+A,arv+ • -\'Kjr 

+ 

=0; 

ovvero P(».y)=U„H U.-f U,H-... |-U„, in cui U„ , U,, U, ... U„ 
denotano respetlivamcnto il termine costante, e funzioni omogenee 
di 1*, 2°, . . . m'"'*"' grado in a:; e in y. 

29. Teorema I. Il grado m della equazione algebrica F {x,y)=0 
rimane lo sUsso qualunque sta U nUema di am a cui essa è riferita. 

Beaendo.O{n,Oy {aOys=$) il primitivo sistema di assi e pren- 
dendo un nnovo sistema 0% (^Y, determinato da 0=a, y=b, 
e X(yY=sB si ottiene la trasformata sostituendo in F(«,y)=0»ad 
09 e ad i loro valori *( n.« SS.) ' 

sen$ «en]^ • ■ i ■ 

ed u=H- XH-?^2Y=H-*iX-r*.Y , 

se» d seno • ' « 

a 

* 

la quale trasformata pereiò è F(a44^X-f4,Y,fr-f b^X4-fr,)=0. 
Questa non può risultare di grado superiore ad m percliè ULi 
tenendo tutti i termini del grado il più elevalo m di V{a;y) e 
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A^"'/ tmaé» il tuo lemrm ^Menile , quello comspondènto 
ueUa cquanone tnafiinnta è 

A,j^a . «^X , ajj " l^fi-j-ijX+òjJ dal quale evidentemente 

non può derivare alcun termine il coi grado superi m. Nè pub 

•vere grando inferiore ad m poiché se ciò avvenisse, ritornando dai 
nuovi ai primitivi assi cnn inversa Irasformazinnc, si dovrebbe di 
nuovo avere le proposta eqoazione, e perciò cfrelUiando questo pas- 
saggio, aunicniercbbe il grado della Irarforraata contro ciò che già 
si è stabilito. 

30. I eohkjia IF. Considerando due linee rappresentale da equa- 
zioni aUjebiche fra coordinale reltil.nee F,(a>,y)=0, F/a9^)=0, la 
prima del grado l'altra del grado n, U numero dei punii 
coado cui em peuono ùnteneeani non supera nrn. 

Le coordinate di ogni ponto d* intersezione dovendo soddìabre 
•nel medesimo tempo ad ambo le date equazioni, per ottenerle fra 
queste si deve effettuare la eliminazione di una delle variabili, per 
esempio delta w. La risultante R(y)=:0, essendo di grado non 
periore a imi, può dare solamente i»n valori per la y, ed acco(>- 
piando ciascuno di qóesti col valore corrìs|ioodente della m si ot- 
tengono mn al più coppie di valori dì a> e y ani a soddisfare le 
proposte, e COSI mn punti. 

ConoLLARio I. Se una delle due linee, [x^r esempio la seconda 
fosse una retta, l'equazione sua V\[x,ìj)=Q dovendo essere di pri- 
ir.o grado in cr c »/, o F.'x,?/)=y— ax — 6=0 il numero delle inter- 
sezioni non può mai superare m. Infatti le risultante in a> è 
Fj(a;,aa7-j-ò)=0 equazione il cui grado è f?i. e te cui m radie! 
«'=»it ^9=»,» . . . £r=4(j^ unite ai corrispondeoli valori della y, 
ytsas^-f }fssa»^-\4i, .. . y=aifl^4^, determinane i punii ^ ìih 
terseiione ì! naroero reale dei quali dipende perciò, dal mhmvo 
delle radici reati deUa risultante. 
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CoiioLLAiio II. Se si considerano unti Itnet rappresenfate in 

coordinale rettilinee da una oquazione trascendente, ed una retta, 
il numero delle interseztoDi, reali ed immagiBarie, supera qualun- 
que numero dato. 

Dimoslrererao questa proposizione supponendo l' ordinata o 
funzione esponenziale o trigonometrica dell' ascissa, gli aUri casi 
polendo in generale trattarsi in ideiilico modo. 

I.» Sia w=of la linea data, w=s^ la reWa. ^ eaaendo una 

p 

costante arbiirarìa suscettiva di divenire maggiore di qualunque 
quantità assegnabile, ì punti d'intersezione dipendono dalla risultante 



a, la quale «nmelte leale cadid, reati ed iomaginarie , 



qunntc unità sono in ^. Pertanto le intersezioni della fetta colla 
curva aumentano con ^ ed il loro numero diviene insieme con ^ 
ma^iore di qualunque numero dato. 

8.* Sia y=tena la curve, ed j^O 1» retta; requasione ri-^ 
suItanteseBfl9=0, ammettendo le radici — nr,..^ — 0, . . . »r 
(n essendo un intero qualunque) il numero diefi punti d*interseiìone 
(y=O,0=O)... (iffa=0,a >-=^w ir) è anche in queste caeo evidente- 
mente maggiore di qualunque numero dato. 

81. Dal modo di generazione delle lìnee di sopra svolto, de- 
riva natnnlmente il principio per il quale si possono classificare. 
Una linea, curva o retta, considerata come il luogo di un punto mo- 
bile, assume una forma la quale dipende dal numero delle volle 
che esso giace sovra una retta fìssa arbitrariamente condotta, ov- 
vero dal numero delle loro intersezioni freali ed immaginarie). Se 
questo numero è delermiuato, la linea polendo in coordinate ret- 
tilinee eaprimersi per una equazione algebrica diceai atgabnea; 
se invece è maggiore d'ogni numero assegnabile la linea, esprimen- 
dosi per una equazione trascendente, nominasi ipssasiidsnis* Questa 
distiazioBe cesi formulata da Leibaitao tm ooDoipfta dt DeNartes 
il quale però ehiemeva fsenslria^ le prime e le ailre maeemidbe. 
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Le linee algébriehé per il ntedesimo principio, ricevono uba 
ulteriore divisiooe disUogueBdosi in vari ordini, cìaacuoo dei 
quali eaiendo defloiu» dal nuiaero ddle interBeaoDik reali éd imnia- 
gioarìe, in cui esse possono esàere incontrate da nna retta arbitra^ 
ria, pei Teoremi dei o.' 29, 30 è dato dal grado delle loro equazioni 
ridotte razionali ed intere. Così di 1 2", 3.", . . . n**»'"*' ordine sono 
le linee respetlivainenlc rappresentale in coordinate rettilinee da 
equazioni di l.", 2°, 3", n*""*" grado in x e t/. Però non sempre il 
grado di una equazione fra le variabili x, y misura l'ordine della 
linea a cui appartiene; poiché se è formata del prodotto di fat- 
tori razionali ed interi in oc, y invece di rappresentare una linea 
propria di quel dato ordine, semplice» simboleggia una linea com- 
plessa, cioè un sistema di linee, ciascuna delle quali corrisponde 
ad uno dei fattori in cui la proposta si decompone. Cosi T equa- 
zione F (<v)=sO, del grado m, non conviene ad uda linea propria del 
ffi^ ordine, ma ad un sistema al più di m rette parallele al- 
l' asse delle y ciascuna delle quali risponde ad uno degli m fattori 
lineari eguagliato a aero che F{tD) ammette. 

I. Un circolo ruotando intorno al suo centro si muove ester- 
namente sulla circonferenza di un circolo fisso; un punto preso 
nella circonferenza del circolo mobile genera una curta che dicesi 
epicicloide ; 2." preso dentro o fuori del cerchio mobile, descrive la 
curva che è nominata epUrocoide. 

Determinare, per un .sistema di assi ortogonali, le equazioni • 
di questo curve. 

II. Un circolo ruotando intorno al suo centro si mueva inler- 
namente sulla ciroooferensa di un cerchio fisso: 4.* un punto preso 
nella droonferensa del droolo mobile genera la curva detta ^poei- 
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cloide ; 2.** preso invece dentro o fuori det cerchio mobile la curva 
descritta é chiamala ipotrocoide. Determinare, per un sistema di 
assi ortogonali, le equazioni di queste curva 

III. Dimostrare che se il rapporto fra i raggi dei due circoli 
fìsso e mobile è commensurabile, tali curve sono algebriche^ se 
incommensurabile sono trascendenti. 

IV. Determinare le coordinate dei punti d'intersezione della 
retta (c= — 4 colhi curva espressa dalla equszione: 

ia^'-., y^'f--{^'- fj{kx-9^ .4x-=0. 
(assi coordinali ortogonali). 

V. Determinare le coordinate dei punti d* Intersezione della 

retta colla curva data per l'equazione: y — 9=7"' ( assi 

6 • 

coordinati ortegnnali ). 

VL Determinare le coordinale dei punti d'intersezione delle 
rette: 

flp= — . . . a rrr 3 , <»= — ^2, 0»=— 1, ax=0,a>=s-l-4, 
colle curve: 

y='òco9^cvi y=ìtangwi yss^seewi y=senw 
cQktg so y=?0,08 eotte w. 
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capìtolo IV. 

Line» rmiUt» 



Le li.»ec di primo ordine rappresentale da una equazione di 
primo grado fra le due variabili a,y nei aìsiema d* assi aOy, (aOt/=6) 
•eoo linee rette. 

La forma generale dì isle equazione è: 

ove A, B. C sono numeri daU qualunque positivi o negtUvL 

r 

Se A=0 e perciò ax= — g-, la linea che questa esprime aven- 
do per ogni suo punio l' ascissa costante è una reità poratlels all'aaae 
delia y. 

Se B=0 e pei«iò y=— — » parimente la;iineaè;una mia parai- 

A 

lela all'asse della a>. Se A e B sono differenti da zero, risoluta la 

B C 

data equazione {i) relativamente ad y e posto — — =a, — 
vesi cercare il significato geometrico dell' equazione: 

(2) y=ax-^b, 

o determinare la natura della linea che essa simboleggia. 

• Misurato suH'asse delle y un segmento 0A=6, nella direzione 
Oy od (V secondo il s^gno di 6, dalla estremità A del segmento 
si conduca la parallela AC ali* asse delle Assunto poi un va- 
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lorc arbitrario [>cr x, x—OV=^x, %\ conduca per P una rclla 

parallela all' asse OY, e sia p il 
punto ove (]uesla taglia la AC. 

Avendo poi dalla (2) 




■ a od 



OD 



-OA 



OP 



=a, si determini sulU Pjb 



un punto M tale che per esso sia 
g , a valore numerico dato. Pertanto attribuendo 

OP Ap 

successivamente alla co difTcrcnti valori , c determinali i punti corri- 
spondenti M le cui coordinate soddisfano alla data equazione, essi 
formano la linea da questa rappresentata. Ma essendo il rapporto 

costante, qualunque sia M, essa è evidentemente una retta. 

Ap 

Nel n.** 9 si dimostrò poi la reciproca cioè che ogni retta è data 
per una equazione di primo grado, ed è perciò una linea di primo 
ordine, e si fissò il geometrico significato delle due costiinti che 
appariscono nella sua equazione- Questa poi olire le forme (1) [i], 
ne ammette altre io cui viene di frequente usata. 



rormc dlUtfrcnd della rf|ansi«ne della rrffa 



3:i. PuDBLKM A I. Delcnninare le lunghezze dei ieijmenli che la retta. 




Aij-\-\ix I C=0, taglia sugli assi 
coordinati e per mezzo di essi espri- 
mere le costanti della sua equazione. 
Le coordinate di ogni puntodella 
retta dovendo soddisfarne l'equazio- 
ne, e quelle del punto M ove incon- 
tra Tasse della x dovendo essere 



(,c ~OM=/). »/=0? si oltlcn;* Tip , C=a ; c perciò . Siinil- 

Ijtoin. .In-iV. * 



4S 

mente pel punto N ove taglia l' asse dell^ y (t/=^=QN/c=0) si bi^ 

• Q 

Divisa ora la equazione generale per C, e posto m essa 
^.=-1. i=-l, la forma rìdiieiMi 

la quale poi rimane la stesaa per ani obliqaaBgoU od ortogonali. 

È evidente come la posizione delia retta relativamente al datò, 
sietema di aan dipenda dai aegni delle quantità p, q. Quindi messia 
ia evideq?» i segni, abbiamo olle: 

— -{-^s=1 rappresenta la retta MN, 
p q 

rappresenta la retta MN|; 

P 9 

— — =4 rappresenta la retta M.N; , 

7 P 

-]--=-f-Ì rappresenta la retta M^N.. 
9 P 

Se una delle quantità A3 « annulla, per esempio As:0, ih 

segmento che le corrisponde, g= 5 - , , diviene infinito : e la retta 

A ' 

, tagliando uno degli assi , quello delle y , ad una distanza 

iufioita è ad esso parallela II che oorrisponde al n * St. 

84. PaoBLBMA E Esprimere Tequaxùm dsIZa retta modianfe la 
bm^esM iella perpendieotare aibauat» lu di essa daWurigme delle 
coonlmofe, e medùmte ^ angoU che questa fbma eogH asti. 

Essendo yOx il dalo sistema di assi, yOx=^, si indichino 
con P la lunghezza della perpendicolare Op, abbassata dair origine 
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b del BÌslema sulla retta MN data dall'equazione 

{p=OU, 9=K)N) e con «=|iOlI,0=^N angoli che 

P 9 

tale perpendicolare forma cogli assi delle 0, e delle y. Dai triaa- 

P P 

geli rettangoli /}0M, pON, ti trae ji=?— — , q= e quindi eo- 



atituendo si ottiene per la retta la richiesta eqoasione: 

(4) y€Otfi-{Hpeosa-'^=0 ove «-f^=sid 

Per il sistema ortogonale di assi, avendo ^=90°— r^s essa di- 
viene: 

(2) yim»^eot»=zB. 

Per ridurre la generale equazione della rettà Aj^-f-Bop-l-GaO 
alla forma ycos^-f-oj coi « P -0 è neoessario io prima determi- 
nare gli angoli che essa fa cogli assi coordinati, e quindi la dire- 
zione c la lunghezza della perpendicolare condotta su di essa dal- 
l' origine. 

35. Problema I. Z^fermtnore gli angoli À e che la retta 
Ay-^Ba>-\-€=0 respettivamente forma eogU asti ddh m e delle y, 
essendo aOy=ò l'angolo del mima. 

Risolvendo la data equtfxiooe suocessiTameotè per e per 9 
ahbiamo: 

senX B 5en jw. A 

$en{^X)~ A' iea(d— B"* 

le quali conducono alle aeguenti espreasioni: 

,-^1 — Biend — Assfif 



ii 

Queste somminislrano quelle più usale : 



VÀ«-f-B*— 2ABcoftf VA«-f.B«— 2ABcoj6 

Se il sistema di assi è ortogonale, o ^90*, sen cot A, 
ie (4) ai cambiano nellff: 

(2) ««tA=— m^^-yA_^ 

Pr')bi,?.m\ li. Determinare la lunghezza e la direzione della 
prrpeutlicolnre P condotta dall'origine delle coordinale suUa retta 

I segmenti che questa determina sugli assi Oy, Oob, sono 

espressi (o* 33) da q= — — , inoltre osservando ci» 

A B 

la perpf ndioolaro P divide il triangolo chiuso dalla retta e d«gli assi 
in due triangoli rettangoli ai hanno le relazioni P=^seiiA, 
P^unft, da ciascuna delle quali per le formule (4) si deduce: 



(3) . P=: 



Zsenò 



VA'-I-B»— «ABcoffl 

in cui conviene allribuirc al radicale il segno o — per modo che 
P abbia sempre valore positivo. 

Per determinare poi la direzione della perpendicolare OP s' in- 
dichino con o,^ gli angoli che essa forma cogli assi 09,0y. Dai 
triangoli rettangoli formati da OP si ricavano le relaziom: k=»^0\ 
fi=i9-|-90*: da* cui si trae soiAsseofa, fen/A=cot0 e perciò^ 
per le (1). 

(4) esf«=-— , -f- ^^^"^ 

VAVB»— 2ABcoi6 Va*+B*— 2ABCOS0 

Se ii sistema di assi è ortogonale, fi— 90° ed ^=90"--fl6» le 
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formule (3) e (4) divengono r 

(6) P= — ^ • 

(6) cQ^ rr — ^ , sen<it=: 




Moltiplicandone tutti termini lattore 



8i ottiene: « 

^""^ i j 1 fp 
V A'+W— «AB eos f V A«-j-B«— 2 AB co* d 

I CsenQ 

V^B«-.2AB cosò ' 

0 per la (3) e le (4), ycos^^xcosx — P=0 la quale, quando il 
sistema degli assi è ortogonale, si riduce »t ysen »-\-a> cos » — P=0. 



stermlnulMM 41 «ima retto 



86. L'eqiiazione di prìmo grado a due variabili, 0 ed y, con- 
tenendo due costanti arbitrarie essenzialmente distinte, la retta da 
essa rappresentata può essere sottomessa solo a verificare due con- 
dizioni le quali conducendo a due relazioni fra quantità date e le 
arbitrarie danno modo di determinarle. 

E le coppie di tali condizioni necessarie e soffidenti alla com- 
pleta determinazione di una retta sono: 1.° due punti per cui 
debba paasaie; 2.^ un punto dal quale debba condursi e Fan- 
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golo che del)bn chiudere con una retta data. Quindi per trattarèi 

compiutameli le ([uesii casi è necessario risolvere i diversi problemi 

seguenti. ' 

PaoELBMA. I. Trovare V equazione generale delle reUe che pat" 
tono per un punto dato [x^, y^). 

Sia ^f-|-ma^4-it=0 T equazione generale della retta in cui /, 
m e n sono costanti arbitrarie: dovendo il piloto dato giacere su 
di essa, è neeeasario che sussista T equazione J^^-|-im()i«~|-'*=^ do- 
diante la quale ai può eliminare una delle arbitrarie 

Quindi eliminandovi la n ai ottiene per 1* equazione cercata 

(1 ) {H—y^ì i A(flo— a>J=0, ove A= ^ . 

PaotLEMA li. Determinare te coordinate del punto d' intersexione 
dette due reUe: Ai/ j Hx i C=0, A'i/-|-B'.r-j-C'=0. (a) 

II punto cercato (X,Y), dovendo nel medesimo tempo giacere 
sulle due rette, bisogna che le sue coordinale soddisfino oootenn 
poraneamente ambo le loro equazioni; e peroiò sono 

« BC'—B'C Y_A'C— ACf 

'-AB'-À'B A¥=a1 

0 per brevità 

^ ^ W)' ' (AB? 

notando con (AB!) la difiereoza AB'—A'B e così per tutte le ^ÌMé 

Se (AB0===O, e (B(7), (A'C) diverse da xen^ 
X=oo le rette date sono paralelle: se poi 

(AB')=(BC')=(A'C)=0 od ~r=|r=§" 
le rette date si confondono insieme. 
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CoKOUAMO I. Date le equaxioor di due rctle (a) trovare l' equà- 
fione generale di qvelle condotte per il loro ponto d'intersezione. 

Questo problema facibnenle ai risolve adoperando il segaente 
lemma: Se F(a>Ly)=sQt, /(£d^)=0 rappesenfano due linee^ quella 
eepreisa da F (a;,y)-|-A f{jo,y)=Q (ove A è una costante qualunque) 
pasta per ogni [)unto ad esse comune. 

Quindi la equazione (3) (Ay-l-B.r-j-C) i-A(A'f/-f-B'x C')— 0 
che evidcnteincntc appartiene ad una retta, rappresenta (|uella curi- 
dotta per la intersezione delle a . poiché se vi fossero sosliluilc le 
coordinate del punto in cui esse si tagliano rimarebbe soddisfatta, 
separatamente annullandosi i due termini che compongono il suo 
primo membro. 

CoaOLiAiio il. Vi facile dedurre da ciò In condizione ndincbè 
le tre rette Ay+B»i-C=0, A'j^B'a -rC'=0. A"y i-B''aj-,^"=0 
a* incontrino in un pun(o. 

Evidentemente le coordinate del punto d*iplersezione di due dì 
esse devono soddisfare T equazione della terza retta; ed adoperando 
le espressioni (3) &i l i [ < r la rìcbiesla condizione: 

f A"(BC')-,-B"(CA')i-G"(AB')=0 
;4) s A(B'C"H-B(Wj-fC(A'B")=0 

f A\UC ';+B'(AX} j C\AB'')=0 

Verò dal principio posto nel Corollario I si trae il nuovo e piti 
comodo criterio seguente: Tre rette gassano per m medesimo fnmto 
tiuando moltiplicata ciascuna ieUtt loro equationi per una eostante 

arbitraria ed insieme addizwnate la somma è identicamente nulla. 
Ciò essendo la relazione 

i(Ay+Ba?-i-C)+m(AV-rB'a?-j C')-i-«(A"y+B"a-fC")=0 

ba luogo qualunque sieno a^. Infatti allora quei valori delle coor* 
dinate che separatamente annullano i primi due termini del primo 
membro devono necessariamente annullare anche^il terzo. 
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PnoBLKMA in. Determinare l'angolo formato ikUle nUe date 
te equazioni Atj \ ìix-^rC=0, A'y-|-B'a'H-C'=0. 

Sia 01' angolo degli assi, «quello rormato dalla prima retta coi- 
r«Bae dello «' quello della seconda col medeaimo ame, e ^ Tao- 
golo delle due rette. Per il triangolo cbiuao fra le rette e l'aaie delle » 

ai ha p=»-a' e Umg <i>=J ^9»-^^9^ . 
e quindi 

w 



AA'+BB'— (AB'+A'B) co* d 

Se il sistema di assi è ortogoDate, ^90^ la espressione (ò) 
si riduce alla : 

CoiouAMO I. Cowfèiìone affinehè le due rette stono paràttde, 
È questa evidentemente data da 9=0, o fan^?>=0 e perciò da 

(7) (AB')=0, la quale rimane la slessa e per assi obliquangoli e 
per assi ortogonali. Se le equazioni delle due relte hanno la forma 
y=aa} \-b, y=ax \ b' [b] essa diviene: a— a' (8). 

Corollario II. Condizione affinchè le due rette sieno perpendi- 
eokui» Dovendo essere ?>=90° o langf=<x), dalle formule (S) (6) 
immediatamente ai deduce 

(9) A A'-i BB'=(AB V AB) cos $ 

(40) AA'-i-BIfsrO 

secondochè gli assi sono obliquangoli od ortogonali.* ed 

(11) l-|-«<l'-l-(a ; a') cos d=rO 
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quando le rette aono date dalle (6) e aono riferite ad Mai obli- 
quangoli od ortogonali. 

37. Problema I. Trovare f equazione ddia rella condolla fer 

due dati punti (a?,, y^) e {x,^, t/,). 

La retta che passa pel punto ((o^tH^ è data da 
ma passando per (oo^iVt) sussistere la relazione 



(8r.-ir.)+M*.-«i>=o da cui A=-^» . 

Bliminando perciò dalla (a) la indelenninata A » si ottiene per la 
retta richiesta l'equazione 

(4) y --yi_y.--y* ^ 

la quale, togliendo le frazioni, diviene 

GotouAaio L L equazioni (I) e (S^ si rendono piU semplioi 
secondo la posizione dei punti dati. Cosi 

— ^ — ss— Kl. od y{caf^w^-'COlL-\'WJy^sO conviene alla retta 
condotta per il punto (a?,, 0) preso sull'asse delle a? e per {(^^^y^: e 
similmente ^MisJ!£^^ od 2Fi-H»(y,— j^i)— y^m^^O, se il' prime 

punto gisoe suiraase delle y; ^!^^^-|-^=0 ed 

3^4^! — yé^r=^ ^ ^i'^ P^*^^ 8**^ soli* asse delle y • 

l'altro su quello delle w; ^ S/^a — ^Ht^^i ^ ^' primo 

ponto coincide coir origine delle coordinate. 
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GolOiutio IL La oondisioDe affinchè tre ponti (a>gty^| {^p yj 
(a?,, y,) siano in lìnea retta ai ottiene ponendo le coordinate di 
uno di essi sella equazione della retta die congiuoge i dae tiauh 
nentl Pertanto eaia è 



(3) yi(«v-®>b.K--<»jHi^»(».---«'t)=o- 

Pboblem4 If. Determinare l'ejitazione di una rella che passa per 
un pulito dato [x^, , e che forma un angolo dato p colla retU^ 
y=ax-\-b , l'angolo del sistema di assi essendo 

Sia l'equazione della reità dimandala; y— j/,=o\a7— cpj. La 
formula (5) del d.<> 36 diveoU 

(a — a!) sen d 
tana \ ' . -, 

dalla quale si deduce 

^ o sen ( 6 —p ) — sm p 

Pertanto 1* equazione diviene 

e ae il aiatema di aaei ^ ortogonale si ha 

Wa cos p — sen p. . 
cosp-\-a sen p ^ 

CoaoUiABip L Se la retta data è uno degli aaai eoordioati 
reqnaytoni (4) e (Ij) ai aempUcizzano. Infetti ai trasformano nello 



ae 1^ retta ò^l'aaae delle <d, e nelle 
pe Mn ooii|cide coll'aase d^e y. 
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-CoROLLARin II. Condurre una retta per il punto (ac^.t/j) paral- 
lelamente alla retta data y=ax-\-b. V equazione della retta cercata 
immediatamente si deduce dalla (4) o dalla (5) ponendovi <t>=0 ; 
tjuindi è (6) y — y^=(i[x — x^), qualunque sia il sistema d'assi. 

Corolla Rto III. Condurre per il punto (ar^,t/g) ima perpendicolaro 
alla retta y=ax'\-b. Essendo ?»=yO°, da'le (4) c {ò) si ottiene 



(7) 



(8) 



/I f-af OS 6\- , 



a 



Prolilrntl. 



38. Prooleua I. Determinare la lunghezza P della perpendido* 
lare obbasisata dal punto {rr^,«/„; sulla retta [a] Ay-f Ba?-(-C=0. 
Hidolla r equazione (a) alta forma: {b) y eos ^-\-x cos x — ^p=0, 

{p=O?,^=P0y,u=?0x), dal pun- 
to dato IM ( posto fra 0 e la rei la ) 
e da Q 8i conducano due perpen- 
dicolari sovra OP, ed r.s siano i 
punti di intersezione , infine sia 
MR la perpendicolare di cui si cer-' 
ca la lunghezza. 

Dai triangoli MQt, OQs si 
trac ; rs—y^ cos ^ , Os =ì=ìPj eos a : 
cosicché P=MR=:iOP— 0= 
— (y„ eos ^-\-x^ eos et — p). Ria se il 
punto M fosse situalo relativamen- 
te alia retta dalla parte opposta 
a quella in cui giace l'origine delle coordinale, l'espressione per P 
sarebbe -\-{*f^cos ^ [x^cosa — p], quindi questa cambia segno po»- 
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«andò dall'una all'altra parte della retta. Pertanto nel valore della 
perpendicolare P il segno significa la sua posizione relativa: se il 
segno positivo si assume ad indicare che essa è con p dalla stessa 
parte della reità, il s^ao negativo indica che è dalla parte oppo- 
sta a quella ove sì trova p. 
Laonde nella formula 

) P:s==t=(yj cos ^>?» «0* ^'~P) 

•ostitilttido a' COS «, cos /s, p i loro valori (n.° 35) si ottiene; 

Nel sistema ortogonale di assi (^90°) le espresaioni (1), (2) di^ 
vengono: 

(3) P==t:(y..en«+ar, cos (4) P^t:^^^^* 

Problema II. Determinare l equazioni delle bisseUrici degli an~ 
goU formati dalle reUe: y cos /3-j*<p cos u—^=Ofy cos ^'-\^ cos a!—p'=ù 

Ogni punto (X,Y) della bissctlrico dell'angolo formalo dalle rette 
date essendo ad eguale distanza da queste, iimuedialamente si ot- 
tiene la sua equazione: 

(5) Y eos ^-{-X cosce — j)=Y cos ^'-^-X cos a' — p\ 

poiché QÌascan suo membro esprìme la loogliezza di una delle per- 
peDdiooIarì che misaraBO la distansa del punto (X,T) alle date rette. 

Notando che il s^o di una perpendicolare cambia passando 
di una parte atl* altra della retta sa coi è condotta, la equazioiie 

(6) Yeot^Xeùta p= ■■ {Ymfif+Xeotaf—ff), • 

rappresenta la bissettrice dell'angolo supplemcotario di quello fòr- 
uato dalle rette date* 
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L'equazioni (5), (6), per assi ortogonali, si trasfommio nelle 
(7) Y «cfi arj-X coi «— jj=d=(Y sen cos «'—j)') 

CoKOUiiia Se le rette date hanno per equazioni: 
A»/+Ba?-|-C=0, AV+B'a4-€'=0, quelle delle biaeettrìci prendoD» 
la forma 

AY.-fBX,-, C ^ ^_A%+B'X„+C_ 

Va» i-B^— 2 AB coiù VA'S B"— 2A'B' co« d' 
per assi obliquangoli, e 

>^!/n-; A-y„ i 

VA'+B* Va'*-ì-b'« 

per assi ortogonali. 

Problema UI. JVùvare la condàione necessaria e sufficiente afn 
finehè requaxione generale di secondo ffrado in of ed in y, 

(a) A2/*-4-Bapy-f^-|--IHH*^4-F=0 rappresenU dm rette. 

A sciogliere questa questione basta licercarc se la data equa- 
zione (a) può identificarsi col prodotto delle equazioni di due rette 
¥{ax \ fòj/ — ]) [x'x \-(l'y — 1)=0. Pertanto eseguilo (]uesto prodotto 
ed ordinato per x e per y ed eguagliato il coellicicntc di ogni suo 
termine con quello del termine che in (a) gli corrisponde, ai ottengo- 
no le cinque equazioni: 

(6) F«»f=:*C,rp^'=A,F(«^'+«'tì=B,F(a+«0==^B.F(^ 

fra cui eliminate le (juattro quantità a, u,\ fs, ^s' si perviene alla cer- 
cata condizione. Infatti con eliminare ^ si ha: 

I>'\iGF— E^+DA'(4CF— E^-|- (B'F— BDE4-C0>=O. 
da cui si trae immediatamente: 
0) AE»-1-CD*+FB-~BDE— i ACF=0. 



I. Delerminare la pouiioiie delle spguenU ralle IrovaDdo i 8^-> 
menti ohe esse tagliano augii atti; 

4a>-|-7ys=S8; 3a>— 55ji=H ; 7a>+S^+8=0; 4y— 6«=s3. 

II. Determinare gli angoli che formano cogli assi le rette aegnenth 
8^—3(0=16; 9y-\-lw=^^; dy-flot^-f 1=0 ( aasi ortogonali ) 
J^f~\-%0D=:s9; 41a^3s^5; 44<r — 4==0]^ ( aaai che oompiendono 
im angolo dì 80*). 

III. Calcolare la lunghezza idei la perpendicolare abbassala dal- 
l' origine auUa retta: ùa)-^iy-\-\7=:0f essendo gli essi ortogonali. 

IV. Calcolare la lunghezza della perpendicolare abbassala dèi 
ponto {00= — 1,t/=3) aulla retta So?— 5i/ — 7=0, per aaaì orlo^ 
gonali, e per aaai eomprendénti un angolo di 75* 40' 4 2^ 

Y. Formare le equazioni dei lati di un triangolo, le ooordinatcf 
dei cui YerticI sono {<»=sS,y=a — 1), (<Ds3,y:^4),(a7=s— 8, y^i), 
e trorare le lung^wize delle perpendicolari abbassate da ogni suo 
Yertice sul lato opposto, gli assi comprendendo un angolo di 60*. 

VI. Formare le equazioni delle mediane del precedente trfangokr 

1 

VII. Trovare le coordinale dei vertici c le equasìoni delle diago- 
nali del quadrilatero i cui lati sono espressi dalle seguenti equazioni 

4yl-6a)E=21, dy+So^?, 15(0—4v=H, 43a9+40|r+S9=0. 

Vili. Trovare le coordinale dei punii d' inlersezionc dei lali 
opposti per il medesimo quadrilatero e la equazione della retta che 
li eongiunge. 

IX. Calcolare T angolo che coiii[)rcndoiio le due relle: 
%lf-\-bx — 1=0, Ha? — 7y+4=0 per assi il cui angolo è di 18*, 
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X. TroTare le eqauKmi delle perpendicolari condotte per ogni 
vertice sopra il lato opposto del triangolo {(v= — 1 y=^), 
{x='ó,y= — 3), (a?=2, y=7) per assi ortogonali e per assi il cui 
angolo è di 30°. 

XI. Trovare le equazioni delle perpendicolari inalzale nei punii 
di mezzo dei iati dello stesso triangolo, per assi ortogonali, e per 
assi il cui angolo è di 60°. 

XII. Formare l'equazione delle bissettrici degli angoli compresi 
dalle due rette iy-^-3x-^ri=0, \%y — 5a?-|-24=:0, gli assi es- 
sendo ortogonali. 

XIII. Esprimere T area A di un triangolo date le coordinate dei 
suoi vertici {x^,y^), (aj,,y,), (a?,,yj. ' 

La formula richiesta è 

^V. Esprìmere l' area A di un poligono per mezzo delle coor-^ 

flinate dei suoi vertici (ai>^i), («^J (cojsf^ 

La formula riòhieata è 

«A=(a)^,)+(aJ4/,)+(a?,yJ+..-Ka^J+(a,,y^). 

XY. Bsprìnere S di un triangolo per le ooelaiili deOe 
eqnanoni dei suoi Iati: 

Ay^-Ba>4-C=0,A'y+BW+G'=0,A''H-B''ÉD+C''==0* 
La formula richiesta è 

■ (AB').(AB'^.(AVìi • 

XVL Dimostrare che ogni eqnazioiie omcgenea del grado 
^ le doe variabili m,y esprime im eiftema di m rette cbe passane 
P9r TorigiDe. 



XVIL Determinare Tangolo p compreso dalle relte: 
Ai/'-j-BoTy-f-Cy^szO, e per assi ortogooaU e per assi obliquaiifolì. 
Nel primo eaao ai ha 

A+G~ 

e oeir altro 

^ A-i-C—B costì 

XVm. Determinare requasione delle bissettrid dell'aogolo chiuso 
dalle rette: Aj/^+Basr+Cdo^, gli assi essendo ortofgonalL 
Essa è B(a:^— t/*)4-2(A— C;.ry=0. 

XIX. Due vertici di 00 triangolo si muovono lungo due rette 
fisse, e i tre lati 'passano per ire punti fissi situati aopra una me- 
desima retta; determinare V equazione della linea descritta dal teno 
vertice» 

XX. Condotta una paralleli alla base di un triangolo e nei punti 
ove taglia i lati elevate a questi delle perpendicolari, trovare il bogo 
della loro intersezione. 

XXI. Date le rette A^t/— 6)'-|-B(aj— o)(j/— 6)- 1 C [x — a)'=0 con- 
ducendo dall' origine 0 un raggio qualunque che le tagli in R, e 
in Bg, il luogo di un punto R preso su di esso per il quale sus- 

2 1.1 

eiate la relazione qj^=^ è una retta la quale oominasi po- 
lare di 0 relativamente alle rette date. 

La sua equazione è (2A{H|-Ba)(y — h)^{i!Ca-{-Bb){(D — a)=0. 

XXn. Data le rette A(y— 6)'-hB(aj— a)(y-4>)+C(aj— o)'=0, 
condocendo dalla origine 0 due rette qualunque, ed unendo i punti 
d'intersezione trasversalmente, il punto ove queste trasversali si ta-« 
gljano giace sulla polare di 0. 
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CAPITOLO V. 
PtatfaralMe delle iteee di mm—mém •vdlae te seaeri. 



39. La forma più generale dell'equazione di secondo grado a 
due variabili è 

nella quale A, B, C, D, E, F sono costanti qualunque. 

La natura delle linee rappresentale dalla (1) dipendendo dai 
valori parliculari delie coslaiili, ò necessario investigare quali linee, 
di forma essenzialmente diversa, possano essere simboleggiate [da 
essa. Il metodo che seguiremo in questa ricerca comprende due 
parli; la |)rimj ha per opgollo di ridurre T equazione generale al- 
1^ forme più semplici che [Hiò assumere , l'altra di ritrovarne la 
jgeomelrica significazione. 

■MaalMie dell' e^rnslene seaerale. 

40. Si debbono nell'equazione (1) considerare scparatamenle 
due casi fondamentali: (juando uno almeno dei cocfllcienli (che si 
suppone reso positivo) dei quadrali delle variabili è diverso da zero, 
e quando ambedue insieme sono nulli. 

1." Caso. A>0. Ordinando F[it?,t/) rapporto a y, quindi mol- 
tiplicando e dividendo per 4 A ed infìne aggiungendo e togliendo 
id numeratore la quantità (Ba)-1-D)', che addizionata ai primi dua 

(km» Anal. i 



58 

termini dà per somma un quadrato perfetto, l'equazione (1) pren- 
de la forma 

+2(2AE— BD)£r+(4AF— D'jj =0; 

ed avendo posto per brevità 2Ay-j-Ba;-{-Ds2AY, 

4AC-B«==M, 2AE— BD=N,4AF— D*=Pi 
BÌ scrive più semplicemente nel modo seguente 

(2) AY*+-±.[w-|-2Na>-HpJ=0 , 

* 

Denotando con A la espressione 

(3) A=rAE"-fCD'+FB»—BDE— 4ACF. 
fra le quantità M, N, P sussiste la 

(4) _>4AA=MP— N'. 

Per ridurre nlleriormente la (2) sono di nuovo da distinguere 
due casi: M diverso dà zero e H nullo. 

(a) M diverso da zero. Considerando il trinomio MdD^-|-2Na)-f'P 
ai trasformi in altro composto del quadrato di una funzione lineare 
in 0 e di una quantità indipendente da questa variabile: con ciò 
ai ha identicamente 

M [MV+2MNaH-PM]=l [(Maj-i N)'+(PM-N')] . 

Quindi por la (4), e posto 

(5) Ma5-,N=iMX, 
ai ottiene la trasformata 

Ali-— _^0. 
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la quale, ponendo A=p,\ ^sssfcy,* , — ^=:tg>^* , diviene 

(6) p.«Y«^,'X'J=y;=0 

in cui :zizp*y^p^^=—À. 

Io questa equazione si debbono considerare i segni di cui le 
j^aoao affette, i quali dipendoiio dalle quantità M e A: cosiccbè 
aooo da distiiignere due cast piineipàli eeoondo che H è maggiore o 
mìAore di lero. 

I* M>0. Questo Sì suddivide nei tre casi seguenti: 

1« Tulle le p* positive, ovvero |»j"Y*-{-/»,*X'+P3'=:0, 
il che ha luogo per A<0 ; 

%° Le prime due /)* positivo e l'altra negativa ovvero 
Pj*Y'-f p,'-^* — Pi~^* ^ c"' corrisponde A>0; 
3.<*Le prinne due positive e l'altra nulla ossia 
|>,«V«-f p,«X«=a , e quindi A=0. 
II.* M<0 . SimiloieDte questo caso comprende i tre seguenti t 

1. '^ÌA terza p' positiva e la seconda negativa, od 

Pi'Y*— p/X«+p/=0 , e con ciò A>0; 

2. " I.c (lue uUiiiie negative, op^'Y' — ^p,'X' — P*=0, onde ^<:0; 

3. ° La ultima nulla, o p/Y* — p,*X*=0 , e con ciò Ù=i0, 

(6) M nullo. La (2) riducesi , poiché per la (4) si ha N=2Va^ 

ovvero ponendo 2Na>-|-P=^*AAX , e A=p*, A=rpj', 

(7) . AY'+AX=^.«Y'-Ì-P.'X=0; 

e per N 0 A nullo ad 

(8) Ar+^p;Y»-y;=0. dove =t^^*=-~ • 



<r<r • ! 

La (7) c (8) danno luogo ai seguenti casi 
III.'' M=0 , -^>0 , 

1.0 Le p* diverse da lero, o p^Y*-\-p^X;=ù , 
M:=0. A=rO. 

4 .0 Ambedue le p'positi ve, o Pt'^*H~Ps*=0» ® vi corrisponde P>0';; 
2 «La seconda j»* negalivai o p^Y* — p'=0,è con ciò P<0; 
3.« La seconda ^ nulla, od p*Y*=tO, e con questa ?=Ù, 
ftfiCato* A=C=0. L'equazione generale delle linee di se-' 
eondo ordine essendo* 

(9) B,rj/+Di/-i Ea;-[-F=0, 

in cui D può sempre ritenersi come positivo^ aggiungendovi e to*- 

filicndovi si trasforma identicamente nella 

(tO) 1 (Bo? I D) (By+E)+ l-(BF-DE}=ro • 

Osservando aversi M=— B', A=B(BF — DE), c preso» 

(U) ?^=Y-BX, ?^+J=Y+BX. 

' VB Vb 

si (rova per equazione ridoMa la 

(12) V+MX»— ^=rO . 

la quale ò evidcnlemente compresa ne!l e(|uazione (6) discussa ne» 
due casi 1.<>e2*°del caso goacrale 11° relativo, a M<:0- 



•IgaUleato («•■■•tvlc» delle eqnamlral vlitoCte. 

41. I! carallcre più imporlanle clic può fare riconoscere la 
forma della linea rappresentata da una equazione algebrica qoalunque' 
eonsisle , o nell'essere questa limilata da ogni parte, o nell'eslen- 
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d'ersi all' infinito in una o più direzioni. Si vide per la circonfe- 
renza del circolo ( n." 10) come una equazione di secondo grado 
possa esprimere una linea chiusa, o i)er il sistema di due rette (n.^SS'i 
come quella possa eziandio rappresentare linee che si estendono allo 
infioila Quindi ò necessario eflaminare partitamente le particolari 
equazioni dedotte da quella generale delle linee di secondo ordine 
ed indicarne la natura ricercando se una retta condotta in arbitraria 
direzione dall'origine possa mai inoootrarle all'infinito. 

Esse sono poi infèrite a nuovi asfti le cui equazioni sono per 
M diverto da zero 



e per H nullo, la precedente T=0, e con essa, per A diversor 
da zero. X==ji^^iNa>-|-P^=0 e, per A nulla, a>=0. 

I.* EQOAZioai IN COI BI>0. 
t.» A>0^4»Y*H-p,'X*--i)3*=0 . Risoluta relativamente a Y dà la 

«ispressione Y=zt= ^-y '^'^,'— X«: quindi ad ogni valore della X 

compreso fra 0 e =t= ^3 corrispondono due valori eguali e di segno 

Pi 

contrario per la Y, ed ai valori X=:0, X — h& i valori Y=fcfe,Y=0. 
Risoluta per X, si ha X=di:-^y^ da cui similmente si de- 
duce che ad ogni valore di Y compreso fra 0 e corrispon- 
dono per X due valori eguali e di segno contrario, ed ai valori li- 
mili Y=o. Y==tzEi. convengono i valori X=:=t=Ax=0. Laon- 

Pi Pi 
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de la curva è simmetrica intorno ai due aiwi coordioali e taglia 
ciascuno dì questi in due punti ad ^ale distanza dalForigine delle 
coordinale 

Inoltre conducendo per V origine la retta Y — «X=0, le coordinai* 
dei punti ove questa sega la curva sono espresse da 

valori reoit e finiti qualunque sia a. e due a due eguali e di se^ 
gno opposto: cosicché la curva è chiusa ed e simmetrica intorno 
ali origine. E siccome la equazione della ellisse (n*" 44) adoperan- 
do il metodo di sopra svolto si pone sotto questa medesima for- 
ma, avendo per ciò M=4aV. A=— 4«V, Y=2<^. X=4aVa^ 
ai deduce cbe tale linea è una eUisu, 

^=szOfP*Y*^p*yi?=0. Il primo membro di questa constando 
della somma di due quadrati si decompone necessariamente nelle 
due equazioni lineari che insieme devono sussistere: Ys=0, X?=0, 
da cui si traggono per a;, y i valori 

N MD— N .B :i2GD— BE 
'"'^^M*''^ 2A.M ~~ M 

Pertanto la data equazione esprìme un punto 

3.0 A<:0, ! P:»'— ^- Dovendo la somma di tre qua- 

drati di cui il terzo à una quantità costante annullarsi e a ciò non 
potendosi soddisfare da vcrun sistema di valori reali per X è Y, 
questa non conviene ad alcuna linea, non è suscettiva di ricevere 
alrjoa geometrica significazione. 



Digitized by Google 



Ilo Equahoiu pbb cui M<0 



63 



4.*A<0, f |*Y*— />,'X'— /),'=0 . Risolvendola suocesnvameii- 
te perY, e per X, si hanno: 

• 

P* Pi 

Nella prima atlrìbuendo a X tutti i valori reali compreM fra 
—00 e -|-9D, ai ottengono per Y Talori reali, due a due eguali e di 
•agno contrario, e che pare vanno crescendo fino a qpoo e quindi 

ad 'X=0, corrispondono i valori Y=:=t=^^-: nella seconda per tutti 

i valori della Y compresi fra 0 e si hanno valori immaginqri 

per la X, e per quelli che da =is£> procedono a db», si hanno' per X 
valori reali a due a due eguali e di segno opposto e che crescono 

da 0 a =±»o ; infine ai valori limiti ¥=0, Y=:i=^ si appartep- 

gono i valori X = =t:— , !?^=0. Laonde la curva è simmetrica 

h 

intorno Tasse coordinato YsO, che non incontra, taglia poi l'al- 
tro asse coofdinalo, ìotomo a coi è pure simmetrica, in due punti 

equidistanti dall'origine Y= 

non ha punti nella porzione indelinila di piano compresa fra la 
(iue paralelle all'asse delle Y, 



X==t=^_^- 



AM 
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InBoe condotta per Vorìgioe U retta T-^«X=0« le coordinate 
dei punti ove questa sega la carva sono 

«d hanno valori reali solo quando la retta è compresa nell' angolo 
chiuso dalle due rette p*Y* — ]a^*Xs=0, le quali incontrano la ear- 
va in due direzioni opposta ali* infinito. Da questa diicuaBione si 
deduce che la curva è composta di due rami separati die proce- 
dono all'infinito, uno dalla parte di X=0 positivo» il secondo dalla 
parte di X=0 negativo ed è simmetrica intomo all'orìgine. Bssa ai 
chiama tperftote poiché la equasione di questa curva {n,^ 42), per 

6Ì riduce alla forme discussa. 

À>0, p^^Y*—p^*X^+p*=sO. Moltiplicandola per —1, ai ot* 
iiene fi^*X^— p/Y* — PÌ=0, equazione della medesima forma della 
. precedente, e die perdò esprìme anche essa una iperìtola, però di- 
sposta diversamente rispetto agli assi. Infatti dei suoi rami, uno è 
volto dalla parìe positiva ddl'asse delle Y 1* altro dalla parte negativa 

elei medesimo asse, che tagliano in X==sp:^=zfz^ 1 ^, ' » 

3« A=0, p*V—p*X*=0* Questa immediatamente si decorna 

jpene nelle due 

equazioni che esprìmono due rette concorrenti il cui punto d*ii|« 
lerseziooe è dato dalle coordinate: 

N _ MO— NB_2CD— BE , 
AI ' ìaU M 
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III. EaoAfiORi rat COI MsO. 

attribuendo alla X lutti i valori compresi fra 0 e — ao, si oUea- 
gono per Y valori reali a due a due eguali e di segno contrario; 
e se invece ad X si daooo i valori compresi fra 0 c -{-« si de- 



ducono per Y vabri immaginari Inoltre in X=:— facendo 

variare Y da =±=qo a 0, X assume valori reali da — ao a 0. Con- 
ducendo infine per la origine una retta Y— «XssO, le coordinate 
dei ponti ove faglia la curva sono date da 




X=0, Y^-0, ed \= — -^:x^ 

e corrispondono alla origine e ad un punto la cui posizione dipende 
da « e che è all'infinito per a=0, cioè quando la secante coin- 
cide coir asse coordinato Y=0. Laonde la curva è simmetrica in- 
tomo aliasse delle X, non a quello delle Y, ed ha un solo ramo 
infinite rivolto dalla parte m^aUva di X, e siccome T equazione 
della parabola ( n.® 13) si riduce a questa forma, per 

M=0. A=16p^. \=-8/». P=a. Y=y, X=- * », tal» curva si 

*P 

nominerà parabola. 

2» A=_0, l'<0, /'l'Y'— p,«=o , QuesU decomponcwlosi nelle 
due equazioni lineari io Y 

y , (8Ay+Ua, D; V-P. 



tBprioie evidentemeilte un listoma di rette parallele. 

3.* A=0, P>0, p/Y*4f^*=:0. La somma di due quadrati, 
fra cui uno è una quantità coslante, dovendo annullarsi, questa 
equazione non può essere soddisratta da alcun valore reale di Y; 
PO quindi ammette alcuna geometrica Interpelrazione. 

4« ù=s.Q t ?=0 , p*Y*s=o . Immediatamente da questa si Irse; 

Y'=r-i(2Ay rBx+D/=0, da cui 2Ai/+Ba>-l-D=0 : 
SA 

la linea espressa dalla data equazione si riduce ad una unica retta. 

i% Le linee di secondo ordine sì possono adunque classifi- 
care in tre generi essenzialmente distinti, ciascuno capace di alcuqa 
varietà, secondochè sono da ogni parte limatale, o sono illimitale in 
due od una sola direzione. Quindi riepilogando si può comporre il 
quadro segnenie: 



Genere Ellisse 5f>0. 




EUiase 

Puolo. 

Nulla 



Genere Iperbole M<0. 




A^O Iperbola. 
ù=0 Due retle coucorreoli. 



Genere parabola M=0. 




À>0 Parabola 

C P<0 Due ralle parallele. 
A=zO ] P=0 Una sola rella. 
' P>0 Nulla. 
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« 

iS.EsEWPio 1 fiidurrc requazione iy* — 337>/-j-5£r' — 3f/ — 2£P-)-1=0, 
riferita ad assi otLogonalit alla sua forma piit semplice e quindi 
discuterla. 

Avendo M=1\ , A=8, N= — 25, prnndcndo per nuovi assi 
•y-.3£D^3^8Y=^0, 7107— 25=4 4aX=:0 ( che chiudono un 

angolo di 20''>33'.27",76 ed hanno per origine il punto a>=i^, 

y—j^ ) ^3^3 equazione diviene \''-4-*^X' — ^-^ = 0, che 

esprìme una elftue. Questa è compresa entro il paraliekigrammo i 
cui lati opposti sono rispettivamente paralleli a ciascuno degli 
ai ed hanno per equazioni 

• 

Esumo li. Determinare la Unea fapprewiMta daW equastSoM 

— a-y-j-a' — j-flx \-\=-^0 riferita ad atd eòlig^umgoliquolunqueé 
Poiché con Ms4$, si ha A=0, essa esprime un punto aven- 
te per coordinale y—0 , af= — 1. 

EsF.MPio III. Determinarè la Unea rappreeeidala dalV equaskne 
lunotti. 

Poiché con M=4, ai ha A=r^^7, essa niente significa. 

KsEMPio IV. Ridurre fequazione 2if — 6xy-\-ix*-\-y — 2£t>-j-i =0, 
riferita ad un sistema di assi comprendenti un angolo di 60^, aUa 
tua forma più semplice e quindi discuterla. 

Avendo M= — 4, A=4, N= — 2, preso per nuovi assi le 
rette ij/— 60-|-4=4Y=O, 4a»-f2=8X^ (che chindono no an^ 

golo dt 36.*35'42",41 , ed hanno per origine il punto x= — ^ 



01 
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y=— 1 ) la data wiuazione si Irasfonna nella Y*— 2X^+1=0 cbé 
esprìme una iparbola. Questa ha odo dei suoi remi nello apazid 
indefinito compreso fra le tre r^tte Y-|-V2.Xs=0, Y — v^2.X==0, 
X?=-|-0,707; r altro ramo in quello indefinito compreso pura fra 
le tre relle Y+v'2!x=0, Y— v'2rx=0, X=J-0,7o7. 

EsEiPio V. Ridurre t equazione 3y* — ity-^-|'-y — 3» — SsO, 
riferita ad aiiì crtogonàli, alta sua fama più senìpliee e qmndi 
diseuierla. 

Avendo M= — 13, A=s— 84, N=— 17, preso per nuovi assi 
le rette 6»/— ar+f=6Y=0 , laar-f 17=26 X=0, ( che chiudono 
un angolo di 9'.^7'.ii", 3G ed hanno per origine il punto 

«=r— 11, y=~ ). l'equazione trasformata è Y«-Jix'— 0 , 

che esprime una iperboìa. Lno dei suoi rami è chiuso nello spazio 
iadefinilo determinalo dalle rette 

Y— vTSIaf . X=0. Y-f y/^W, X^O. 

e l'altro ramo è cbium dallo spazio indefinito parimenle determt" 
nato dalle rette 

Y—ViisB . 3^=0, Y-|-v'*^ X=0. Y= — 

Esempio VI. Determinare ìa Unea etpreua dalla equassùme 
6^ — ONf — l5a^-|-2f-|-1l£D— Sl=0 riferita ad ossi orfo^ofiofi. 

Essendo W= — 361, N=133, ÀssO» la data equazione rap^ 
presenta le due rette concorrenti 

1 2y— 0 ?-;- 1 1 33—36 1 ir_^ 42y— <p-|-1 , 133— 3G1j ? 

0 iy+^af—lssO , 3y— 6fl5-|-5^0. 

Esumo Vii. indurre l'equazione 
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a<si orlogonaU alla sua forma più semplice e quitìdi dii' 

Avendo 31=0, A=16, — Ifi, P=i=12, preso per nuovi 
assi le rette 2(4y— 2aj+1)=8Y=0, 4 3— 8r}=25GX=0 (com- 
prendenti fra loro un angolo di 26".33'.54",18 ed nvendo per ori- 
gioe il punto a»=0,375, ys=0,0625 ) i' equazione delta curva di- 
viene lf*-|-4X=0. Questa è oDa parMa volta dalla parte' in cui 
ti contano le m negative Je che passa per rorigine delle coordinate. 

Esempio Vili. Determinare la linea espressa daW equazione ri' 
ferita ad assi rettangolari 8y'4-24ajj/-l-18x*— 22»/— 33x 5=0. 

Poiché con Ms=0, si ha pure A=0, Ns=0 e P=— 324, 
r equazione proposta rappresenta la due rette parallele, 

8Y— 9=0, 8Y-|-9=0, o 8y4-3<»— 5=0, 4y-|-6ap~4=0. 

E«EHPio IX. Determinare la natura della linea ^pressa dalla 
equasime if-\-ficoy-^9x* — %y — 6<r-|-26=0 riferita ad atti ret- 
tangolari. 

Essa diviene, per M=0, A=0 e P=IOO, Y*-|-S5=:0, e quìn^ 
di nulla significa geometricamente; 

Esempio X. Definire la linea data dall' eqmsione 
9^*— 30a^-j-25«'-|~4Sj^70a94-49=0 riferita ad un tistema or- 
togonale. 

Annullandosi M, N e P, l'equaxione rappresento l'unica rette 
8jf— 5a9-|-7=0. 

Eserelxl* 

Determinara la natura delle linee le quali, indicando con d 
Vangalo del sistema d* assi, sono espresse dalle equazioni 




0 
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y'—8xy ■ 20a »y-fi.T+C =0, 6=90 » 

3^'— 2ajy— 60)'— 7flj=0. (=30.* 

»*H-3»— 2»/=0, 0=90.* 

6y»— 7fl;y__5a;«— lay+SSto— 63=0. fi=30.* 

Ifl^— 7ii^.*>5«-{-2=0, j=90* 

3ry— 3//— 4x-|-7--^0, 6=i.i' 

y'—2aa/i-fiD«— 4^303— 1=0, fl=9Ò.' 

6V— StafciTi/-; aV— 2aft*a>— 26a'f/-|-aV=0, fi (lualunquc 

36y'+36a!y-l- 9£d»4-21«?-(-42i/— 44=0, 0=90.'* 
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CAPITOLO VI. 



44. Per sviluppare ordinalamcnle tulio che si allicne alla for- 
ma, alla grandezza, alla posizione e ai lùniti delle liaae di secondo 
ordine fa d'uopo premettere alcuni lenuai. 

Lbma I. Tratfornuin V efiMuÙMe generale éàlt linee di ae- 
fomfo ordine 

{{) Ay-+Bxi/-|-CajM Di/-i-Ex+F-=F(ap,t/)=0 

da tm udema di m ^uatunque ad atti paraUeli eaniotti per la 
fuma origine (a, 6). 

Per formare l'equazione trasformata si deve nella (1) porre 
invece di tv e di y: ai ottiene 



/ D'=i\b -Ba • D=FV») 

l E'=Bb~lr'lCa+E=rja,b) 

(3) I F'=\h'- Ba6+C«'+D6-f-Ea-t-F 

f =1.. [6D'+aE'-|-D64-Ea4-2F l=F(a,6). 



Lemma li. Determinare le intersezioni di ma retta con una 



linea di seeoade ordine. 

V La secante sìa condotta per T origine delie coonfinale. In- 



io coi 
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dicando con fi 1' angolo del sistema , con a e /ì gli angoli che la 
retta refspctlivamente forma cogli assi delle x e delle y, con p il 
raggio vettore di un suo punto qualunque M(a7,y}, la retta può 
esprimersi mediante le due equazioni 

* . . _ senS „ iena. 

•=wp. y=iv». m COI m=^— ^. *=nr-, 

stn^ sen0 

Quindi i raggi vettori dei penti d* intersezione della secante colla 
linea rappresentala dalla [1} sono determinati dalla equazione 

(5) ^ . (Am*4-Biim+Cn»)+ P(Dm-|-En)-f F=:0. 

II.** La secante sia condotta per il punto qualunque (a, 6). In. 
questo trasportando l'origine di un sistema di assi paralleli ai pri- 
mitivi, la secante è allora espressa dalla (4) e la linea dalla (2): 
cosicché per la determinazione dei raggi vettori si ottiene la equa- 
zione 

(6) P«(Am»+Bmn-l-Cn')-l-f(D'»»-i-E'n)+r=0. 

45.* Sia la funzione oniogrnea di secondo grado a tre va- 
riabili F(x.i/,3)=Ai/- %,r Q.x'^-\-\)ijz^-T.xz-\-'?z^ , la quale per 
«=1 eguaglia il primo membro dell'equazione generale delle curve 
di secondo ordine; nominasi suo discriminanle quella funzione delle 
costanti A,B, C, D, E, F che ai ottiene eliminando le variabili <D,y, 9 
fra le tre derivate di F prese rispetto a ciaseuna di queste ed 
eguagliate a zero 

F'^Ay+Ba)-f-Dz=0, F'^y+2Ca4-E*==0.F'r=Dy-|-EaH-2F*=0i 
Quindi il discriminante è 



SIA, D 
B,2C, E 
D, E,2F 



=8ACF- ìAE'— 2FB*-i 2BDE— 2CD*=>~i.i^ 





SIA«B, D 




2A', B'. D' 


(2) 


B,2G. E 




r.ac, E' 




D, E,2F 


• 


D', E',2F 
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Lemma III. Se la funzione F(a7,y)=Ay'-j B«y-|-C«;'-]'Dy-}'*^^+f» 
mediante la sostituzione lineare 

ei trasforma nella • 

F,(X,Y)=AT+B'XYi C'X*+D'y-f E'X+F', 
il discrìmioaole di questa è eguale a quello delia pritniliva molu- 
lilicatq per il numero j^Oa|«,)J*, ovvero 



ossia A'=jàjaJ'.il. 



Aveodo per brevità posto 

2A.^,+B.«^ =A„B#,+2Cui^ =B,,D^,4.B«, . =C. 
aAj8,+B^+D =A,, B.0,-f 2C.«,+E=B3. Di3j,+F^-|-2F=:C; 

i coeflìcicoti della trasformala si possono scrivere 

" 2A'=A./B, B,.^„ B'=A,.^,+B,.«,=A,.^,H B.^, 
2C'=A,^, B,«, D'=A,./3. ' B3.a,^A,/33-|-B,.a^+C. 

e quindi il suo discriminante è 

A,^.-hB,.«,, A,^,-f B,«,+C, 
A,.A,-rB/»., A>,i-V.. M+B^+C, 
Vi+Bi-^. A^,+Bj«,. A3ja,+B,«j+C, 

« 

il quale per la moltiplicazione dei determinanti {Àlgebra) eguaglia 
il prodotto dei due fattori 

is 
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A,, B,» C, ( 



Ha poiobè si ha similmente 



X 



^3. «3. ^ 



2A^,+B«„ B/3,-!-2C«,, 






2A, B, D 






2A.^^+B«^ I 2C«,, 






B,2C, E 


/ 




2A.iS,+B«3-f D. B/Ì3+2CV 


1 E. Dp,+fi:«3 f 2F 




D, £,21 










«i. 0 








ed essendo 




« . 0 





















si giunge immedialamente colla sosliluzione alla equazione (2). 



1-^ I ^ I per la ralazione (3) M'ssOa,»,)» M, la quale si 



Coioii.on> L La espressione Bfs=: 

A, B 

B, 2C 



può stabilire con un processo analitico idenlico al precedente. 
GoftOLLABio II. Dalle espressioai di A', B', C mediante A, B, C, 

C'=A^'-[-B«^,-}~C*>' si traggono per A, B, C, i valori: 



A(/a,«,)»=AV-B'»,a,-rC'«;-. 

B0.«,)'=-2A'a,^,-, B'(A.Vr^i«J-2CVi. 
COa,«J«=A'^/-B>.^.+C'0,» . 



. CoaouABio IH. Se la sosliluzione lineare (i), si identifica con 
quella per cui da un sistema d* assi obliquangoli si passa ad altro 
parimente obliquangolo (n.*^2), e perciò se sì ha »^=rian{i^^):ien$t 

noliiplicBndo I9 seconda delle (4) per— sei ^ e quindi mpnilwoa 



membro addizionaodole, si deduce: 

» 

E siccome (^,«/ = . «i'+^^r2«^i <»« d -1 . 
essa'divieDe 

/a\ A-j-C— Bcojfl AM-C'—B' cote -, . 
Inoltre io questo caso le (2) e (3) sodo 



(fi) 



sefl*9 sen'd 



46. CwdùUa ma meam la fnàU lo^ tn « tn ima In 
di.MeoiMfo onIÙM ti le^menlo OjOg eoniprwso /hi gunti dm fmH 
é^inkneaiim nomthan* eorda. Centro poi ddia ìmea é jicet pmkf 
In ew Oj^nt confo per tm. tmMla è ftiieeala. 

Tboibm. Affmehè fmigin» delle coonitnale sia emiro Ma ft* 
nea F(a7, t/)=0 è neeet$àrio e suffìcienA due oòMom luotfì U tondi' 
sioni (1) D=0 E==0. 

Infatti la corda x=m?, y—nP ( in cui m, n, sono numeri qua- 
lunque) c bisecata ncU' origine se i due raggi vellori dati dall' equa- 
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zione (5) n." 44 sono eguali e di segno contrario, qualunque sian» 
m ed n e perciò se D=0 ed E=0. 

Problkma. Determinare le coordinale del centro della linea di 
iecondo ordine T{x,y)=0. 

Trasportando gli n?sì parallelamente a se slessi, si possono de- 
teriaiiiare Je coordina le arbitrarie della nuova origine (a, 6) per modo 
ctie nella equazione trasformata o.** 44, siano soddisfalle le condizioni (4) 
per coi la naova origine coincide col centra. Laonde risolvendo per a, 
e per Me equazioni lineari: 2AH-Ba-|-D=0, B5-|-2Ca-|-B=0» 
ai ottengono per le coordinato del oentrojle espresaìonì: 

CoROLLABio I. Ad M diverso da zero corrispondendo i generi^ 
ellisse ed iperhola, etl avendo in questo caso per a e per ii valori 
finiti, ai deduce che queste curve hanno sempre un unico eentro. 
Inoltre per le espressioni (2) resulta che l'equazione trasformata (6) 
del n.* 40 è riferita ad un sistema di assi la cui orìgine coincide 
col centro delle linee ds essa rappresentato. 

Corollario li. Ad M=0, ed N diverso da zero corrispondendo' 
la paraboia^ e per tali condizioni i valori di a e di 6 divenendo 
infiniti, resulta evidenlemcnle esser questa curva priva di centro. 

Corollario Ili. Ad M=0, ed N=:=0, P<:0 corrispondendo due 
rette parallele, e in conseguenza i valori di 6 e di o divenendo 
indeterminati ma tali che hanno il rapporto costante & :a— B:2A, 
resulta come tale sistema espresso dalle equazioni (8) n.° 40 ab- 
bia un numero indefinito di centri , però tutti situati su di una 
retta parallela ed equidistante con quelle del sistema Quando questo 
ai riduce ad una unica retts^ essendo P^O, con cotesto coincide la 
linea dei centri 

GoROLuaio IV. Sostituendo ad a e 6 le espressioni (S) nelto 
equazione trasformato (2) del n.*> 44 e notondo essere 
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F'=rl(D^fE<i+2F) ovvero 4» 

•ì oilieiie per equatione generale delta curve dì seconde ordine 
dotale di centro, in questo essendo trasferita 1* origine del ntun'o 

sistema di assi paralleli ai primitivi, la 

(3) • Ay'+\ixy rCco*=-^. 

47. Dmhrio di ma Hnea di aeeomfo ordine dieesi* quella li- 
nea che ìnteea m sittema di eorde parallele: queste jkh sono dua- 
mate ordinate. 

Problema. Essendo F[x.y)—0 V equazione generale deUe linee 
di secondo ordine, ed (I) my=nx \-l quella di una retta data, 
determinare l cijuazione del diametro relativo ad un sistema di 
corde ad essa parallele. 

Rappresentando con (.t, t/) le coordinate di un punto qualun- 
que M del diametro, è evidente che se in questo punto si tra- 
sporta r orìgine di un sistema d'assi coordinati paralleli ai primis 
livi, e se per tale origine si conduce la corda y=n?, x~m? paral- 
lela alla (1), questa vi è bisecata. Laonde, poiché la (1) n.^ 44 
deve dare per p due valori eguali e di segno contrario, fra le y 
ha luogo la relazione 

(2) n(2A.y+Ba^-j-D}fTO(By+2CaJ4-E)=«F',-l-mF'^0 ovvero 

(3) y(2An-(-Bm)+cc(B»-t-2CTO)-f(Dn+Em)=0 

la quale è l'equazione ceitala. 

CoiOLLAiio 1. La (2) essendo di primo grado in 0, y esprime 
una retta che passa sempre per il punto d*interaesione delle 
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( che sono (Jiamclri i (luoli rcspetlivamcnle corrispondono alle corde 
parallele all'asse delle 2/, e a quello delle x ) che è il centro della 
linea. Quindi per k curve di teeondo ordine dotate di centro, ogm 
diametro pasta per esso. 

CoBouABio li. Le rette espKMe . da F'y=0 , f^^^ssO , per 

M— 0, sono parcllele poiché, per B=SVACÌ^ te loro equazioni di- 
vengono 

P' ==tV^(y VA-[-a>v^c)-|-D=0 , r.=tv'c(y v'A+a>v'c) J E=0 ; 

ad esse è pure parallelo il diametro qualunque (2), la cui equa- 
zione ìd questo caso è 

Pertanto tulli i diamelri di una parabola sono paralldi. 

Corollario 111. Indicando con p Y angolo che il diametro (3) 
fa colie sue ordinate o con la retta mj/ — nx=0^ e con 6 l angolo del 

eifllema d'usi coordinati, posto i ,ff, si ottiene 

m 

a\ tnnn^ 2(Aa'+Ba+ C) fl « • . 

e per $===00* 

(5) '«•fl'^-B(|^«)4-2a(A-C) 

• 

48. Dieoiui Assi di ma ttnea di teeondo ordine qaei diametri 
cfte $ono perpendieidari atte loro ordinate. 

Pboslbma. Essendo ¥ix, y)=0 l' equazione (jenerede dette Hnee 
di secondo ordine determinare le eqaaMonì dei Igro assi. 

Per definizione dovendo essere p=dO\ la quantità o deve sod- 
disfare all'equazione: / 
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i^(2A m j— BH-2«(A— C)+(B— aC tot $)==0 ; 
coBÌccbè avendo posto 

(1) A-)-C— cos 

essa ba.per valori le esfireaBiooi : , 

Gli assi veoe^no adunque rappresentali da 

(3) (2A 008^-8)1^.+ [( C-A)=t:V«»— M»»"* ] • F'r=0 . 

ovvero se 6=90° da 

* « 

(4) B . F'.- [ (C-A)^V(A^} VB' ] . P'ifeO . 

U quantità ^— M sen 2fl=(A— C)' , (B— 2A cosfi ) (B—2C cos^) 
essendo positiva per 6=0, a cui corrisponde il massimo valore di 
^ 9, rimane sempre positiva per qualunque valore di 6 : di guisa 
flie i due valori di a sono sempre reali. 

ConouABio L Sia M diverso da zero, e siano a,, a, t due va» 
lori (9), le equazioni delle corde flotte per r origine respettiva* 
mente parallele ai due assi sono: y— «jac=0, — a^p=ssO. 

E siccome la quanUlà, 1+(«,-h»,) «« H^tO^perteespressioiiì 

(2) identicamente si annulISt tali corde e per oonsegoenza gp assi elio 
ad esse corrispondono sono respettivamente perpendicolari. Quindi 
U curve di secondo ordine doUUe H ecnlro ammeUono dot luti the 
fjl questo si tagliano ad angolo retto. 

CoBOLLABio II. Sia M=0, le (3) allora si trasformano nelle 
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io cui, per le (2), « prende suocessivameate i falorì 

E quindi per essersi hanno le equaiioni: 

2v/Aii/VA+VC) -i- (EVA— DVC):0=0 
(o) — ««(VA cos fi— VC) ( y^^-T aVC)+ 

^ W'A, E cos fi— D D CCS fi— E ) ^=0 : 

la prima delle quali avendo la quanlilà indipendente da a? e da y 
infinita, e perciò non potendo esser soddisfatta da valori finiti di a? 
e di y nulla esprime; perciò la jHurabolu amm^ un unico osse 
dato dall' equazione (5). 

- 49. Diemm Corjdgati due diametri di una Unea di iecondo 
ordine dotata di aentro di cui ciascuno b{seca un siétema di corde 

parallek all'altro. 

Teorema I. Se due diametri di una linea di secondo ordine 
sono tali che uno di essi bisseca tutte le corde parallele all'altro, 
reciprocamente F altro biseca ttMe le corde parallele al primo , e 
quindi sono conjugali. 

L'equaziofle del diametro che biseca le corde parallele alla 
tetta y— «0=0 è 

y(2Aa+B)-i-aj(Ba-p2C)+(Da-pE)=0 ; 

e quello relativo alla retta y — a'a^O 

• y(2Aa'+B)+a<Ba'+8C)-H0tt'+B)=0, 
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La condizteaQ affinchè il primo dianietro tia parallelo alle or- 
dinate del secondò essendo 

e questa rimaiiLiida laajlciala permutandovi a in a' apparisce evi- 
dente come essa sia pure la condizione per cui il secoudo diame- 
tro resulta parallelo alle ordinalo del primo. 

Corollario I. Gli assi delle curve di secondo ordine dotate di 
centro sono diametri conjugati ad angolo retto. lafalti gli assi essendo 
dati dalla (3) d.° 48, la relazione (i) per le 

2 A cos fl— B • 2 A cos d— B 

identicamenle ai annulla. 

tkoauiA 11. Se netVeqiaakae g$nmiìe di unaUmtadi utonà»- 
ordtfM U toegiemte id termùie tti ODy è mif Jo, atd eoordinati sono 
reipetUMonenU paralMi a dm diametri conjugatL 

Infatti il diametro che biseca corde parallele airasse delle 
aj,t/=0, essendo dato da 2Ca>-|-E=0 resulta parallelo all'asse 
delle y ed il diametro le cui ordinate sono parallele all'asse delle 
y,a?=0, avendo per equazione 2Ai/-|-D=0 ò parallelo all'asse 
delle X. Per conseguenza in questo caso gli, assi coordinati sono» 
paralleli ai due diametri conjugati. 

CoaoLLAaio. L'equazione trasformata (6) del n." 40 

che rappresenta cunre di secondo ordine doUle di centro è riferìt» 
a due diametri conjugati. 
50* PfeotLUA I. ^ktenda 



(1) . Asi»-|-Bai/+Cir'-^ 



re^puasioM geMrùle dtUe Unee di secondo ordine dotale di centro 
rifsrUe ad un tUtema di am che in questo hànno Vorigine é^che 
fbrwma m angolo A» tratfixrmaria in attra Hferìta a duo diamebri 
eoi^ugaU quabmquo. 

PmIo ^AA*^BA+G, si aasDiBftBO por nuovi assi io rette 
YnO» XiaaO deiiiile dalle eqoaiiooi: 



o dalle equazioni 

(3) \=y~^Ax=0 , X=(aa-?) y- ( C- |a )«=0 

le quali poiché i loro coefficienti soddisfanoo alla relazioDO (1) 
D.*' i9, esprimono due diametri conjugalì. 

Eliminando daUa (4) le y mediante la aoetitusione (S) a| 
oUiene per la traaimnata richiesta reqoaiìone: 

GoiouABio T. Denotando Con 6 P angolo dei diametri conjq? 

gali (3), per esso abbiamo la: 

(6) UmgB^— 



A» Q-^A cos 6^ +A (A-C) (Ccosii—V^ 



ovvero 



(6) A* ||«ene— Aien(e— -|-A [(A— C)jeoe— B*cnfl.coi©j 

+[c*«(e-H)-|sciie]=o; 

per nipuo della quale ai può esprimere A ed ^ per l'angolo 0 . 
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fiìioluta la (6) per A, avendo A-|-C— Beot0=^, e posto 



(7) R=r^ Mii%.^— MimM. 

» ha 

^ ' IJ se» 0— (0— 6y 

E dalla identità 

•i trae 

CòiOLLAiio II. Delle formule precedenti rimane risoluto il 
problema : Bifente ma turva di ieeondo ordine espressa dalla {i ) 
B due dinmetri eonjugati che formano fra loro un angolo dato 0. 
Però a compiere la soluzione conviene disculere i valori di A 
dati dalla (8). 

1° Siri M >0, la condizione neceaearia e suflSciente aifiacfaè 
que.sli siano reali è 

quantità indipendente da fl, n io, ( in essa ^/.M^J per essere 
— M>0 ): quindi nell'ellisse il minimo angolo che due diametri 

eonjugati possono comprendere è 4^araosen=-ì-^iefi4, ed il 

massimo è 180° — vj/, e per anìbcdue corrisponde un unico siste> 
ma di diametri eonjugati avendo per A e per /* un solo valore. 

Per ogni valore di 8 che soddisfa alla (tO) si ottengono per 
A due Valeri reali e diseguali. A, e e «eeeme i^ansplo 9 for- 
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mato dai due diametri y4 A,0=£=O , y - \(s=Q dato da 

Ì0ngp=:. è ìd generale diverao da 8, ai deduce che nétta 

ó eoa 9 

ellisie esistono due sistemi differerUi ii d^amdri conjugali eompren' 
denti ciascuno il medesimo angolo 9 , purché ffueslo sia compreso fra 
i' angolo miììimo ed il ma&simo (10), e non sia eguale a 90°. 

Infalti per 0—90° avendo anche ?>— 90" si ha che nella el- 
H5;se evvi un solo sistema di diametri conjugali rettangolari , che 
corrispondono agli assi. 

2.° Sia M<0, la quanlilà R essendo sempre reale, ad ogni va- 
lore di 9 corrispondono due valori reali per A: per cooaeguenat 
nella iperbola esistono due sistemi di diam^i etnjìi^iati eompreti' 
denti eioscuno il medesimo angoh 9, fwreAè guest» no» eguagli 0 
0 90* 0 180* 

Infetti per 9=0,s£480*, aonuUaodoai f, la leaUtuiioiie linea- 
re (S) più non iHiaaiat»: per 0=90* avendo 9=90*, i due siatemi 
ai riducono in un sola 

Gommiamo IH Denotando con ^ì=a* i quadrali delle 

lunghezze dei eeroi-diametri conjugali, reali od immaginari, lui^ 
ghczze comprese fra il centro della linea ed uno dei punti di in^ 
tersezione, reali od immaginari, in cui da ciascuno di essi è seca- 
ta, avremo 




B per il. Lemma IIL n.» 45* hanno luogo le relazioni 
donde immediatamenlc si traggono le. 
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lo -COI nei BBCoodi membri sono vi quantità costanti odT indipen- 
denti da 6 6 0. Notando come per la ellisse le dt=a^ , =idl)^^ deb- 
bono essere ambedue positive, e per la ipcrbola devono avere 
fl^no contrario le (12) esprimono i soguenli Teoremi. 

I* Nella Ellisse la somma dei '/un Irati dei due scim -diametri 
conjugati , e l' area del parallelogrammo m di essi coslruito sono 
eotlanti. 

lì* Ndla Jperbola la differenza dei quadrati dei due semt^ilù». 
metri eonjugoH e V a/rea dd paraUdogramm ut di em eoiCrmto 
seno eottantL 

CoRouAiio IV. Sia <2|=&4, le (12) divengono 

3za^ zcM, — j^f » ^ — 

Per la ellisse da queste si deduce ien*e=^~^. a,*=^'^ 

laonde questa ettrva ammette un siUema di due diametri conjugati 
eguali che chiudono C angolo, minimo ed è rappretenlata dalla 
equasùme 



(43) Y*-|-X' 



Se per egni sislemt di diametri conjugati si ha o=90*, e per 
la (5) sussiste la equazione 

qualunque sia A, e perei* le condiziaoi 
(U) A=G, B=2Acof6, 

le quantità iT ed M divengono ^:sSAsen^, M=4A^*t e pefn^ 
la (7) è identicamente soddisfatte. Laonde in questo caso te <l- 
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UtH si Iratfarm neU» ftirm^Km» di m etrgclo votn^ ptr 

oio la quantUà ^ / ^ , 

Per la iperboia, dovendo aooirilifai is prima delLs ki coi 
90Q entra T angolo e si deduce che està in genertOe. no» ammtUe 
oletm sistema di diamoti eonjttgati eguali. Se però sussiste la con- 
dizione (15) S=0, allora essendo a^=h^ qualunque sia 0, la iper- 
boia particolare che ne deriva nominata equilatera gode della pro- 
prietà d' avere tutti ì sistemi di diametri conjugati eguali e4 è ray- 
presentata dall'equazione. 

51.* PaoBLBiu. Essendo 

V ejuasMRe delie linee di secondo ossine riferite a dm diametri eke 
eemprendem un ang/aHù 0, traefermariek emimenàe per nuovi oisi 
coonftrMilt tj& asH déUa ewna. 

Avendo 0=90^ si hanno per A i due valori A^, A,: 



B—2A costì 



e quindi indicando con R, la qiiantilàv^^— M fMt*^^ i nuovi aasii 
aono rappreaenlati dalle equazioni: 



in quantochè , n.° 50, ciascuna delle radici A^, A^, corrisponde ad 
«ly^ degli aaai e b determina. Deootaodo cop a, « 6 i due aemi'^ 
9Mj, r^uaw^ 4r«Bfoi«uta ^ la InrvM: 
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(S) *^Tf^V=4 



in cui per la ellisse si tle\ono prendeie i (eriiiini posilivi, e (icr lu 
jpei bola uno ix)sitivo, l aliro negativo. A determioare a e 6 si ado- 
jperaoo le relazioni dei p." 45 

donde si dedoctMM 

in cui R| ha il segno medesimo di cai è aflelto neir equazione 
dell'asse corrìspondeote. 

CSoioUABlo I. Se il primitivo sistema di assi coordinali è or^ 
logonale, d=90" le precedenti espressioni divengono (nìi semplici, 

riducendosi alle: 



B 



(») 



(C_A)-WC-A)'4-B '^_ ft 



;=^[(A-rC)+/(tì-A/+B*] 



(») 



Designato con a, l'angolo che l'asse Y=0 forma col primitiTO asse 
coordinalo delle a?, per le (4) si haooo 



8« 



t quindi 



(6) Umg 2«=r 



C— A 



Corollario II. Pero quando 0— 90^ si può direltamente per- 
venire all'equazione (2) adoperando 1u formule (3) del n." !2) sta- 
bilile per cambiare ua sistema ortogonale d'assi coordinati, io altro 
pure ortogonale, e determinando u in modo che la eqnaiìone Ira- 
sformata non conteQga il termine in XY. 

52. Unar tectmie la fuale ta^fiimdo ma linea di seeomfo oniciia 

nei due punti a,, a,, mota intorno ad uno di essi n, per modo 
die r altro a,^ di conlinuo al primo si avvicina prende il nome di 
tangente allorchc i due punii ed insieme coincidono. V unico 
punto cui la tangente ha comune colla curva dicesi punto di tange- 
nza, o di contatto. 

PaoBLBHA 1. Euùido 

F(a3, y)=Ay»4-Bajy-f Co;'-; Dy+L:a;+F=0 



l'egiMMÒfie ffourak déUe Unte di secondo onfòie, ed M((0^J m 
pmio gnoliingue su di esse, delennimre f eguanone d^la Umgent». a 
iaU lòm òhe Ma per punto di contano IL' . 
Pendendo b lostituzione lineare, • * 

(1 ) flB=X-|-«, , j^Y-i-y^ ; ovrero X=:a— a, , Ysy— , 

per cui si passa ad assi paralleli ai primitivi aventi l' origine in M, 
l'equazione F(a?,^)=0 diviene : 

{«) F(X, Y)=;Ar4BXY+CX«+F'y^ . Y+r«,^ . X=0. 
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La secanle condotta per la nuova origine M e deOnila dalle 
equazioni Tsn^ , X=tnf taglia la curva in due punti ed a, 
i cui raggi vettori sono: 

^=0, f(AnP-|-Bmll-|-C»>•)^-n. Vy^-\-mT^=0, 

Essa diviene tangente in M, se ambo i raggi vettori si annullano 
e per ciò se n:m soddisfo alla condizione: fiF'^. -|-mF' =0. 

Eliminando n ed m fra questa e le C(|uazioni della rella, si ot- 
tiene a rappresanlare la tangente riferita ai nuovi assi: 

e per le (1) riferendola al primitivo sistema la equazione: 

(3) to-yj •F'yo+C^J • F'a,^=0 • 

CoROj.i vitio. Il diametro che biseca un sistema di corde paral- 
lele alla Laogenle (3) è espresso dalla equazione: 

ed il suo conjagnto dalla: 

(6). M[tf.r^^H-«F^J . [M{l)y,4.Ea>,+«lH-8A]=^ • 

E siccome resulta parallelo alla tangente si ha il 

TtoisKA: Jh ima Unea di teeondù ordm» dotala di emOn, una 
tangenU néUa etiremità di m diameiro èparaUtla al diametro con 
quulo emgugato. 

pROsuvA n.* Determinare le equazioni détta tangente condotta 
alle linee di seeimdo ordine espresse dalla equazione generate 
F(£C, y)=0 , per un dato punto Mfrg, ad esse esterno. 

Ponendo in 31 V origine di un sistema di assi paralleli ai pri- 
milivi, e conducendo per esso una secante qualunque : Y=nP, X=mp, 

eiamtiria JMtUm 1* 
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i nggi vettori dsi punti ove questa taglia la curva sono dati 

Pertanto la condizione necesiaria e sufficiente aOìnchè la secante 
divenga tangente a* identifica con quella per cui ruUima equazione 
ha radici eguali: quindi è 

da cui eliminando m ed n, e rilornando al primilivo sistema di assi, 
ai ottiene la equazione 

ovvero la 

-fC(»-»,)«]=0, 

la quale, essendo di secondo grado ed omogenea in a? ed in ^, rap- 
presenta le due tangenti condotte per M. 
Notando essere 

1» (0) può anche scriversi 
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(if) [j/F'.j^-hrf^^-HDifc-i B».-;-2F;]'-4F(a,,sJXF(«4f)=0. 

PKOBtBMA m.* DeUrmnan la condizione necesiand e n^jieimte 
affinehè la retta etpresta dalla equazione: /y-|-jR0-f'"=^ <^ 
gente ad una linea di teeondo ordine ngnifieata dalia eqvaziim 
generale f{af^)s=zO. 

Eliminando- 2f fra le equazioni della retta e della linea, sìol- 
tiene una equazione di secondo ordine in a> 

*^(Am*~Bm^f-C^^+a<2AlIlll— Bni— 0«l+E<^4^An«— 

le cai radici aoiia le aaelsae dei ponti d'interteciooe della retta eoo 
* la carva B dovendo quella essere taogeale , ooovieiie cbe tale 
equazione abbi» le sue radici eguali, ovvero 

(2Amii— lte«--DmH-EÌ*;»^4(Am«— Bm/-|-C*«) (A»*— Diil-|-FO 

Sviluppando ed ordinando, tolto il fattore comune l\ la condizione 
cercala è 

(8) i»(4CF--E')+m'(4AF— D')-^\4AC— B*) 
-i-Smn^BD— !^AE;-j-Ìn/(B&— 2CD)-|-8m/(DB— 2BF)=0. 

CosoLLAUo L* Indicando con P il discriminante ( n." 45* ) 
della ¥{x,g) e con P^.p uno qualunque dei determinanti minori 
dedotti da P sopprimendovi la linea designata dal primo indice 
e la colonna designata dal sooondo jft, e affetto del aegno -f- se 
ambo gli indici sono insieme numeri pari o dispari dal s^gno — 
se uno è pari e Paltro è disparì, la (8) può anche scrìversi 

(9) «•P|H+»*Prt4«'Pw+«»»«P..,+«««*i^^^ 

esseudo 

P — P P — p p — p 
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CoBOiUMO II.* Le condiiiont necessarie e sofficieoti affinchè gli 
, assi coordinati j^O, a^O siano tangenti alla curva F('iV4f)=:0 sono 

(IO) 4CF— E'=U, 4AF— D«=0. 

CòaoiiARio m.* Mediante la (8) si potrebbero determinare le 
equazioni delle tangeiili condotte da un punto dato, o parallela» 

mente ad una dala rclla. 

35. * PaoBLEMA lY. Essendo 

{i ) F(»,y>=r(vv'A+<»v'C)*-f Dy ^-Eaj-[-F=0 . 

l'e^uainofie generale della parabola riferita ad un titìema di am 
che comprendono m an^o é, iratformarla in aibra assumeido per 
numi atti eoordtnoli una tandem» alla emva ed U àiamdro em^ 
dotto per il tuo punto di tangensut. 

Avendo identicamente • 

P(»,y)=(yv'A+a>v'C+Ay-;- ^y{D-Uy/A)+oo(E—Uy/C)+V^X* j 

si prendano per nuovi assi Y=0, X=0 le rette definite dblle 
equazioni 

delle quali la seconda rappresenta la tangente alla curva, mentre 
la prima è il diametro che passa per il punto di conlatlo. L'equa- 
zione trasformala essendo: A'Y'+E'X=0, indicato con @ 1' angoio* 
dei nuovi assi a determinare A' ed fi'» si hanno le relazioni^ 

yer le 'qoali essa diviene 



ovvero essendo ^>d, 



(3) 



hi coi il segno V essere sempre afletto del segno 

CoiouAiio I. Dalle equazioni {S) si trae per Umg ^ la espres- 
sione 

(4) l«.^e=ì= [DVC-Ey/ A) seni^ . 

e inversamente per It Hvletennìnata A» la 

(5) A=^^i_[vÀ(Dsene-E5en(0-6))-rVC (fisene 

— D«cn(0-p6) ^ j. 

CoRorLARio II. Il coerficiente della X nella equazione (3) no- 
minasi paramelro della parabola corrispondeale al diametro Y=0- 
Questo designato con ha per valore 

(6) 



in cui la quanlilà die compone il secondo membro è indipendente 
da 6 e da B- 

Laonde si può stabilire il seguente Teorema. Nella parabola il 
paramelro relativo ad m diametro qualunque moltiplicalo per il (pia- 
dralo del teno dell'angolo che forma colle sue ordinate è costcuile. 

CoROLLAUO III. Nominasi vertice della parabola il punto m eid 
fuetto è intersecato dall' asse. Premesso ciò, si determini l'equa» 
xinne della parabola data dalia (4) riferendola all' asse ed alla tao^ 
gente al vertice. 



Essendo la tangente parallela alle ordinate del diametro che? 
passa per il suo punto di tangenza si ha in questo caso 0=90"; 
ed in conseguenza 

(7) A= Jjj^v'AlD— E cos 6)4- v/CCE— D cos fi) j 



IdoIIm «e il primitivo sislema di assi è ortogonale 0=90*, le 
precedenti equaxionì si rendono più semplici divenendo, 



00) 



y^^.X=0. in cni la quantità p='^- 



è nominata il parametro principale della parabola. 

Corollario IV. Nel caso in cui 0=9=90", si può pervenire 
alla trasformala (IO), I." passando da un sistema di assi ortogonali 
ad altro pure ortogonale mediante le formule di trasformazione 
e determinando a in guisa che nella trasformata siano eliminali i ter- 
mini in X' ed XY; 2.° trasportando gli assi parallelamente a se 
elessi e determinando le a, c ^ coVi da annullare nell'ottenuta eqna- 
nóne il termine in Y e quello indipendente dalle variabili. 

54. La retta eh» è pei|Mnd»oo<are aUa tangente condotta ai una 
ewrva net punto di langenxa namma» normala 

Paosuou. Emndo F(a!iy)=0 fe^iMuione ^enerafe déSe Unta 
a teoondo onfme^ deùgiuUo eon 0 Vangelo degU oiif, dekrmmare 
fegiMUROfie deUa normale condotta nel punto {a^y^ stAiato ti^pra di 



Siccome la tangente nel punto (y^,a;J è rappresentata dalla equa- 
• F'v +(^— • F'ép =0 , e la secante qualunque 
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condotta dai medesimo ponto da (y— yo)'^~f * condii- 

zione aflSnchè queste due rette aiano scambievolmente perpendicolari 
data dalla espressione 

conduce immediatamente all'equazione della normale: 

(<) (!/-!/•) i^a^r-^'y. i^'y,-^'coo 6)=0- 

6e assi primitivi sono ortogonali, 0=90*, questa si riduco 

« (»-»JPb,,-(<»-«'.)F',.=»' 

65. Una se^anie, t cut jNotIt <f tnferwsùme con ima Ììrm dt as* 
comlo ordme, a, ed a,« sono aI ima disfonsa maggiore di quahanque 
^uanUtà asscgnabiU da un fnmto arìnlrariameiUe preso su detto ss- 
cttRle incde^ii, nominati asymptoto detta Imeo. 

PaoitcìtA I. Data l'equazione generale delle linee di secondo 
ordine delcrminarc (jnella dei loro asymptoti. 

Traspor lancio l'origine del primitivo sistema nel punto [ao^.y^) 
arLitrariamenle preso nel pintio, per una secante da questo condotta 
e per la curva abbiamo le equazioni 

X=mf> , Y=n/) ; F(X-j-<r,. Y+j/J=0 : 

e quindi i raggi vettori dei ponti in coi esse si tagliano sono de- 
finiti dalla 

p«(Aj^+Bfim+Cm')+KnF'y^-l-mF'^^)-[-F(«^yJ==0 . 

Però i valori di f dovendo essere infiniti affipcliè la secante sia 
fisymptoto della curv«» è necessario e sufficiente che soMìstano It 



9G 

condizioni : 

A»*+Bmii+Cm*=0, tif'y^-{^a,=Q 

della qaale la aeooada, per essere il rapporto determinalo dall*al- 

m 

tra, si scinde nelle due F' =0, F' =0 . 

Edindieando per seropUoìtà con N ed le quantità SAB— BD; 
BE — ^SCD, l'equazione degli asyinploti ottenuta eliminando da tali 
condiaoni m, n, è: 

A(lltf— N,)'+B(My— (Ma>-j-N)+C(Ma4-N)'=0 

ovvero 

2A(My— NJ— (— B^V— M) (MaH-N)=0, 
e piti senipUcemente 

(4 ) V—MXF'y :^(Ma>+N)=0 , 

la quale cvidentenoente ba luogo solo per M<;0. Laonde ne doiva 
il seguente 

IkoiBiiA. Belle curve di secondo ordine la sola iperbola ammette 
due as^ploU che » tagtiam nel emiro ddia curva, 

CòaoLuaio t Designando con « 1* angolo compreso Ira gli 
asymptoti per esso abbiamo 

(2) kmg e se J=0, «=90", 

donde il Teorema: IpeiMa t^uMtra fjH asymptoU ti tagliam 
àd ,angolo retto. Inoltre se rimanendo invarìate le espressioni 
si assume positiva M, ritenendo però Io stesso valore assoluto , il 
elle equivale a considerare una ellisse, nPS^*, costruita sui me- 
desimi assi della iperbole, l' angolo d^U asymploti di questa egua* 
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glia r angolo mimmo 4" compreso fra i due diametri coojugati eguali 
apparteneoli all'altra (n.» 50*}. 

PaoBUVA IL* Sia Af-^Bopy-\-Ca^-^ reftMMMfwitwia^per- 

hoUi riferita ad assi coordinati che compretìdono l'angolo Iraifor" 
maria in altra riferita agli asymploti. 

Dovendo in questo caso l'equazione della curva ridursi alla 
AXT^H^O, per le relazioni del n. 45*, si hanno le 

sen*w^*«»'d ' «n'w^sen'd ' taf» ~*e»*(| * 

e quindi 

(3) ^ xY=^=e!:^=V. 51»)- 

CoBOLuaio Pteto in (X^YJ 1* orìgine di un nuovo sisten» 
di assi paralleli agli aaymptoti l'equazione della curva e di ma 
accante qualunque aono: 

Pertanto i raggi vettorì dei punti in cui la interseca aono dati dalla t 

ovvero da 

% 

mentre quelli in cui taglia gli aaymptoti da 

' n m 
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oosiocliè la diflbreniii dei raggi vettori rehUvi ad uno de^i asym* 
ptoti e ad UDO dei rami della carva eaieDdo eaprena da 

eguaglia in valore assoluto quella sussistente fra i raggi vettori r9« 
lativi all'altro asymptoto ed al secondo raibò di curva, 

qualunque siano «i, n ed Y,, X, . Ed in pari modo si ha 

■ 

nominando — h* il semi-diametro pnnillclo alla secanle. Esso è la 
lumgtiezza compresa fra il cealro della linea XY=A^^ ed il punlQ 

ove è intersecata dalla retta T=— X. 

tn 

Da ciò deriva il Teorema. Se una iecatUe qwdumfu taglia in 
dm punH h iperbola % segmenti compresi fra la curva e ^ tu^mpkh 
ti sono eguali ed U rettanigolo cottmito su due di tali segmenti rda^ 
Uni al medesim atympMo è eorionle per seeaaU fwnàMe^ ed egwh 
gHa U quadròto dd mn-^ametro eoi^ugato a quello ad esse rdalìoo. 

Se la secante Ts=np, Tk^mf diviene tangente, p|=s^g> il aeg- 
mento compreso fra i punti ove essa taglia gli asymptoti egua- 
glia 86, ed è bisecalo nel punto di tangenza, congiungendo poi 
questo col centro della curva ai ottiene evidentemente (n.* 5S) ij 
mi-diametro ef al precedente V conjugata 

Per la condizione che in questo caso ha luogo, 

\n m/ mn 
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«sìsfendo due punii (X,Y„) , (— Y,, —X,) diaroelralmenle opposU 

che VI sodili<:f:ino le tangenti condoUe alle due e?Cremilà di UQ me- 
desimo diametro a' sono parallele. Laonde si ottiene il Teorema : 
Gli usijmpluti coincidono colle diagonali del parallelogrammo cotlrm- 
lo su due diametri conjiigali qualunque. 



50.* Tmbbha 1. Sia F(<b^ y)sO Vequasùm» gentrale 4i una /•'. 
ma di ueondo ordbm, M sopra ogni ragffio vettore condotto do m 
fmio firn l^l^rf^o) F"^ R |W* cut, denotando con 

Bj, R, le mtemàom di PR eoUa curvò, è ooddiifalta la reUaUme 

Vr pr.'^pbì 

U luogo geemetrieo <fn punti R è una retta. 

Siano ojy le ooonlioate dì R; il puDio R« che divide PR oel 

rapporto qualunque p^=/* ® delerminato da -| _^^^ * T+J* *' 

Ha, dovendo R^ giacere sulla curva, per determinare i^b» si ha 
r equazione: 

le cui radici corri;>ponduaa ai due punti R, , It, . Però la (1} ira- 
sformandosi nella 

2^PR , PRPRrH?jR f52^«,R^2-l-?A? -W 
PR,"'"PR, PR. ' PR, ""PR."^ PR, 

ovvero nella _J+j;_»=0, 
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è evidente come il luogo geometrico dì R sià definita dalla e^Ulk» 
2Ìone: 

la quale essendo di primo grado in x ed y rnppresenta una retlai 
Questa si nomina polare del punlo P relalivameole alla linea di 
secondo ordine e P dicesi suo polo. 

CoBOLLABio. Se mila polare di P {x^ , yj si prende tm punto 
^alunque M{w^, y^) la polare di quoto deife pattare ptr il puntai 
polo della prima. InfoUi la (2) ordinata par oOg per eB=a^ 
diviene: « 

»,f y^-^r/, +(D^(.+Ep.^-2F>=0. 

la quale esprime la coodizione per eui il punto 9(a>^y^ giace auUa 
polare di M. 

PaoBUiu. Dola ima retta iy-\'mah\-n=0 detemunare te eoor* 
àmaie dd tuo poh relaUwsmeMe ai una Urna di sacomfo ordine 
espressa doUa e^uasùng yenera ie F(< P ì ^=0. 

Indicando con eo^^ le coordinate del polo, l'equazione della 
retta data dovendo identìBcarsi colla (8), da le condizioni: 

tf*(W-.2Am)H-»,(«:^-Biii)+(E«— Dfii)=0, 
y,(Di— 2A»i)-Hb^E/— Bin;-1- (aF^— Di»)=0 . 
Dalle quali eliminando si otlcngono per Of^ i valori 

B/— 2Am, 2C/--B»n 
D/— 2Ato, iìZ—Bm 

B/— 2Am, 201— lim 
Di^SAm, E/— Bm ' 



B/— 2Am, ìhn— El 
D/— ìAot. Dm—m 



Dm— E/, 2C/— Bm 
bm—m, B/— Bm 



1^ I jui^cu Uy 
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Teorema fi. Le polari dei vari jnmti di una retta l>/'\-mx -n=0 
sono rette che paisam tutte per un medesimo punto che è ti suo 

Sia fD^^ un punto qualunque della reità data: eliminando 
fra l'equaxioQt delia polare di questo e la ly^-^^auo^-^-nssfì ^ 
avremo : 

ìfo [mF'^-irJ+[m(Dy+E»-f 2F)-HiF'J=0. 

equazione cbe rappresenta noa retta la coi posifione dipende da 
quella del punto e che pissa sempre per la intarsesione delle • 
rette: 

mF^— /F'^=0»m(Dy+Ea9-i-2FÌ— nF^sO . 

Da queste ai deducono di nuovo per 0, y polo della retta data i 
valori (3). 

CoaoLuaio. Date due rette R ed S la polare del toro punto 

di intersezione deve necessariamente passare per i poli r ed t di 

ambedue le rette; ed inversamente la retta che congiungc due 
punti dati r ed s è la polare del punto d'intersezione delle loro 
polari R,S. 

Tbosbma hi. Da un dato punto P tirate le due trasversali PR, 
FSt Aono a,a . b,b^ t purUi m cm dateima di esse teglia una li* 
ma di secondo ordme^ si congiungano questi due a due direttamm- 
fa mediante le rette èja^, a,b^, <rai0eria/iiwnle per le a^fa^, a,b|: 
oUoro ee è U pimlù d^ùitmisùme dette- prime, e e, guelfo 4ette 
a/Ire, kt retta c^c, è la pollare di P. 

Infetti r equaxione delta linea di secondo ordina riferita alle 
rette PR, PS prese per assi eoordineti delle a> e delle y aia . 
Av«+Ba3y+Ca>«+DyH-Ba>4-F==0; i segmenti Pa,, Fa,; ?b,, P6, 
che questa determina aovra di essi rappresentati con a , a' ; 6 , ^ 
acnOfle radici delle equazioni Caf-{^-\-f:szO, Ay'~|-Dy-{*'F=K>. 
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Laonde abbiamo 

a"'^ F' b'h' T' 

Ma le e(iuaziooi 

ab a v 

esprìmono le rette aJ^^^ a,6, e le 

a 6 a 0 

le a,5,; e per coDseguensa 

la reità c^c^ la quale coincide colla polare di P orìgine delle 
coordinale. 

Corollario. Se le trasversali Pl\, PS divengono tangenti ali* 
linea di secondo ordine, I punii r^, si confondono con i loro 
punti di tangenza ; di guisa che la polare di un punlo P si confonde 
eolla retta che emgiitnge i punti di tangenza ( reali od immagi- 
Mfi ) <(eUe dm tangenti ( reali od immaginarie ) condotte da P. 
Questo Teorema somministra il mezzo di costruire colla sola riga 
la polare di uo punto P relativamente ad una^ curva di seoond» 
online già.deacrìtta: e quindi di tracciare le due tangenti die pas- 
sano per P allorché questo giace eaternamenle alla curva. 

Tbokiiu IV. Se per ti punto P sì eonrfMe te |ras«tria/e ^utAm^ 
PR cfte Cfl^lf una Unea di inondo ordùm tn B, crf fo Con^enfi 
a putita Ih ed si intermano suUa polan di P. 

* Infatti se ( Teorema 1U. ) ambedue i ponti a^ a^ coincktono 
- enn B| e b^b^ con R, la polare di P passa pel punto e^ inler^ 
sezione delle due tangenti. 
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S7.* Dalla relazione che defiouce la polare di P, 

* 

la quale per R ali* infinito od KR,=» diviene PR,=PR, e perciò 

il punto V biseca una corda (jiialunque condotta per esso. Dunque 
ti centro dt una linea di secondo ordine può considerarsi come il 
polo di una retta all' infinito ; c le sue coordinate si ottengono dallo 
espre.isioni (3j ia cui /=m=0. 

1 4 

Se il ponto P è air infinito, PR=3b» avendo R^"l ìf^=^» 

la polare ad esso corrispondente divide tutte le corde R, R^ che 
passano per P e perciò sono parallele in due segmenti eguali ed 
opposti in direzione. Laortde ogni diametro di una linea di secondo 
ordine può riguardam come la polare del punto all' infinito a cui 
ecmergonole corde paraUele che esso biseca» Esaendo iy-{-nuD | n s=0 
r equazione delle corde, fy-\-m'w-\-iif=sO quella di una retta che 
ai considera airindnito per r=:m's=0, dalla equazione generale della 
polare (8) poeto w^lnf): (/iHO» M edr=m'=0,M 

deduce immediatamento qbdla del diametro. 

Se il punto P è sulla curva e coincìde con R,, avendo 

j^=g^-|- ed RR|=RRj,, deve R, coincidere oon B,; per con- 
seguenza /a tangente ad una Uom di teeoado ordine pud eoniuié- 
rarst come la potare del tuo punto di tangema. La sua equazione 

immediatamente si trae da quella della polare ponendovi F(a?yj/J=0. 



58* Trohbma. Se per un punto qualunque ^[a}f^,y^ si conducono 
due corde PR, PS che seglwio la linea di secondo ordine cìpreasa 
dalla cquaiione generale F(£D,t/)=0 respellivamente nei punii B^, 
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R,; S,, S^, il rapporto dei reUongod' PB, . PR,: PS^ . PS, è Milaiil^ 
qualnmjuc sia la posiiione di P, purché k dtrariofn idU mmenah 

rivianyano invariale. 

Trasportando in P TorigiDC di un sistema di assi paralleli ai 
primitivi, l'equazioni della linea di secondo ordine e delle PK , e 
PS sono: AV+BXYn-CX^ i-D'Y+E'X rr=0, Y=r>/> , X^mp 
per PR» Y=n'f , X=n»V per PS ; e quindi immediatameDle si ot- 
tengono le relazioni 

da coi * 

PRjXPR,_. An'-j-BmV-f-Cm" 
PS^ X PS^ An' pBffm+Cm' * 

la quale non contenendo cD^y^ rimane invariata qmJttBque sia la 
posizione di P, purché però m, n, m' n', quantità da cui dipen- 
dooo le direzioni delle trasversali rimangano costanti. 

I. In simile modo si dimostra il Teorema. Se per 

due punii (ìasi P, P^ si conducono due parnllele qualunque PR, P^r, 
il rapporto dei rettangoli costruiti stù segmenli che $u ciascuna di 
queste determina la linea di secondo ordine è cottcuUe, qualutiquO' 
Ita la direzione di tali trasversali. 

Infatti essendo {cr^,y^) le coordinate di P, ed («i.^i) quelle- 
di ?|, evidentemente si hanno 

» * 

"«~"Ai»'-i-Biim+Cm* • Aii*-fBinn-i-Cm« 

quantità indipendente dal rapporto n: m o daUa direiiooe delié 

trasversali. 
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CoBOLUBio II. Se ?^ coincido col centro della curva , aven- 
do P/,=P/,, la quantità ^,''1X^1^, eguaglia il quadrato del semi- 
diametro parallelo a PR. Laonde il Teorema: / reMon^' coitruUi 
mi tegmeiUi di due eonle efte $*intenecano tono fnoponbmàU ot 
quadrati dà diamebi ad ette paraUeli. 

CoaoLUBio III. Sia PB langeate alla curva, e perciò PR,=PB^, 
la quantità PR^XPR. coincide col quadrato della tangente^ lunghez- 
za compresa fra P ed il punto di tangenza R; e siccome da P 
possono condursi due tangenti, estraendo le radici dai rapporti 
eguali, si dfduce che dua fonfenfc* eondòUe da un punto (jìialunquo 
sono proporzionati ai diamdri a cui sono ntpdHoamaUe parallele. 

Corollario IV. Sia PPj un diametro, ed A, A, i punti in cui 
taglia la curva, PR, P^r siano trasversali j)arallele allo sue ordi- 

PR * P r ' 

naie, avendo PR.sPR . P.r=P.r. sarà - —^ — = ' « od 

HBWV, «VVUUV «ai, »M,> "l'i* YP P\ AP PA 

in conseguenza: i quadrad delle ordinate di un diametro qualunque 
sono proporzionali ai rcUan(ioU co$lruili mi te^menti che esse« de- 
terminano sul diamelro. 

59.* PaoBUEflA. Essendo' 

(1) F(cD,2/)=Ay'-,-Ba;</4-Ca?*+Di/4-Eaj-i-F=0 

f eguaxùme gemrah di una Unea di steàndo ardine, per m pania 
dato (09,, Vi) eondolM le iratotrsaii guafunqua 

dtiernwnare la relaaione fra a-^ e o-, necessaria « suffSeianle affnehè 
il polo di una di esse giaccia taìV altra ed inoersatnenle. 
Avendo, n.® 56, . ' 

(t/.(B-2AO+^o(2C-B.<r;) (K-D<r,)=0 

O mm m t a ìmIMm 14 
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per il polo (fc^J della prima trasversale, e lo (3^) 

y;(B-2A(r,)-p<(2C-H(rJ+;K-lv;=0 
y;{D+ÌAy.4-2Aap.(rJ-,-<(En-By,-vBx,.(rJ4-(aF-rDy,+Da^^^^ 

per quello (.r/ y\) dell' altra, le coodizioni a cui le arbitrarie a^^ e 
devono soddisf.nc si ollengono, eliminando a'^ e j/^ fra l'equazioni (3) 
e la — J/|]~H'"a(^o — ^i)=^ 6 parimente eliminando e y^' fra le 
(3') e la (f/„' — !/,)-[- o'iv^o' — •'''i/'^®- P<?rlanto i valori di a?,, ri^ 
cavali dalle (3) adoperando le notazioni del n.** 34 sono 

per coQsegueitfa una di tali condizioni è 



M. P3-3 


p.-, 




i V p 




jo. 1, 






0 1, X, 






Pr. 




fi» ^ tV^t'i 





1 p p 

' 33' J*3 

0, 1, 



e questa essendo pinimclrica rclalivamcnle a c^, ff^ coincide coU 
Talira, le due condizioni riducendosi in una sola. 

60.* Quel punto da età condotte due trasversali qualunque ad 
angolo retto, il polo dell'una relativamente alla curva (1), giace sul- 
l'aUra ed òwersamenle nominasi fuoco di tale curva. 

PtoBLBMA. Determinare le coonlifiafe dei fiueki i^yorteiMnli 
aUa Hnea di secondo ordine F(<0,y]=O, euendo $V angolo eompreta 
4agU am coordinatL 

La ooiidiziooe affinchè le traiveraaK (3) n.* 59.* siano seambie^ 
volmente ortogonali, essendo 

requ«2ione risultante io 0| ottenuta eliminando o*, fra questa e 
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ia (4) dovcDdo esMre ▼erificala qualunque 0*^, sì scinde nelle du« 

equazioni : 





1 p p 




IP P 

• » • 3'3' »'3 




1 P P 




1, 






0. 1, ?/. 




0,! ,0-, 




0,4 ,CD^ 




0, 






Vi» ^rv ^vt 














P P 



f OS 0 



per cui si possono determinare £P, e y^. 
Sviluppando esse sono 

e rappresentano due iperbole, le quali sono ambedue coDcenlri- 
che colla data linea di secondo ordine. 
Se d=90°, esse divengono 



che esprìiDono le due iperbole delle quali la prima è equilatera. 

CoiOLLAMO I. Sia l*|<a>0, trasportaodo il sistema di assi coor- 
dinati panllelamente a se slesti al centro della curva, reqtMsio» 
ni (1) n* 59.* e (2) si ridacono nelle 

Ay»+B<rH-C«*=j^f; «••-»t*= ^^^^ ^^'^ IT 

Da queste si deducono per a)| ed le coppie di valori 



(3) 



M 
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éi eoi due sono sempre reali e le altre due sempre fmmsgiìral'ié^ 
Inoltre i ponti che ad esse corrispondono determinano le rette 

Bi,-|-[ R— ( A-C ) , Bj/-[r+( A-C ) ]x=o 

che coincidono cogìi ossi della curva. Laonde può enunciarsi il 

Teorema. Le lince di secondo ordine dolale di centro hanno 
sempre due fuochi che giacciono sopra uno degli assi della curva. 

Corollario II. Sia 1*3,3=0, Irasportando il sistema delle coor- 
dinate al vertice della curva, e prendendo per uno dei nuovi assi, 
Tasse stesso della medesima, l'equazioni (t) n.''59.*e (2) si tra-* 
sformano nelle 

V-l-yl^M, *X^,^x.-|=0; -2X^^.-.,.=0. 
Da queste si hanno i valori 

1 /a 

j,.=o. '«'.=j-y|r 

che convengono ad un unico punto situato sull asse delle x. 
Donde si può stabilire il 

Tsomu. La jHsnbola ha un jo/o fuoco posto sopra l'asse; e 
condotta per pieOo normalmente a questo una eorda, la usa kngkeX' 
» Offuof^ il parametro prindpalo ddla curva, 

CoaouAiio HI. Vìer la ellisse e per la iperbole riferite agli 

assi e al centro, e date per dr^^r^l , lo coorduiate dei fuochi 
sono: per la ellisse , 

e per la iperbole 
«.=4y «(«•+»'X*=fc<). y.=*|y^-«(«'+»'K<=i=«)- 
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Quindi nella prima i due fuochi sooo situati sull'asse maggiore, e 
nella altra sull'asse trasverso. 

CoROLLABio IV. Congiungendo un punto qualunque della curva 
( ellisse 0 iperbola ) con ciascuno dei fuochi i raggi vettori che 
ne resultano ooimaati f^, f, hanoo per valore 




ricordando esaere 




il segno — riferendosi alla ellisse, il segno -f- alla iperbola. Laonde 
il fuoco è punto tale che eongimlo con un punto qualw^pie della curva, 
iu egemone di ogni raggio vettore è razionak, 

L Trasformare le equazioni 

al centro ( assi coordinati qualunque ). 

n. Determinare le equazioni dei diametri oorrispendenti ai 
sistemi di corde 

3a-f-l=s0, aH-2y-|-5fiO=0, 2a9— dsf— 3=0 

per le linee di secondo ordine date dalle equazioni 

3y'+4£Di/-l-2cp'-|-i;— 2cD— 12=0 , 4i/'-j-aj^--5a>*+7a>— 8=0 , 
2y«j_4a;^_j_2a5'— j/ pSo) f 1=0 , 

( assi ooordìoati qualunque ). . ' 



4fO 

m. Determinare le equazioDi dagti Mi per le linee dt se- 
condo ordine 

(assi coordioaii ortogonali). 

nr. Avendo le linee di secondo ordine definite dalle equasiétti 

deterttiittaM le equailooi dei diametri respetlivameniJ eonjugaii u 
quelU dati daUe 

(assi coerdiuali ortogonali). 
V Avendo la linea 

riferita ad un sistema di coordinate il cui angolo sia dì 60* traif^ 
iftrmate la sua eqaaiione prendendo per assi ooordinali i sioi aisL 

VL Da un punto dato P(d?g.yJ condurre due trasversali pt^ 
rallele ad un sistenui di diametri oonjngiti appartenenti alla line» 
di secondo ordine 

Ay'-|-Ba:T/-i-Ca3'-i-Di/+Ea!~j-F=0, 

( il sikìiejia di aasi ceordinati essendo qualunque ). 

Vii Udto un punto qualunque H dì una linea di secondo or- 
dine aCc csLiemità di un diametro qualunque AA^, dimostrare ohe 
is Ira GOfde UH, A|M (eonfo i»ppfoinantarìe) sono parallele ad un 
sMflttr a dianietrì oonjugati. 



I" 
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VnXr Dato un aroo di elltMe o di iiierbote dDiermioitfe il suo 
fieotro. 

IX. Data una ellisse, determinare i suoi assi od un sistema di 
diametri ooDjugBli che comprenda un angolo dato. 

X. Determinare in grandezza e direzione gli assi delle curvo 
di secondo ordine le quali riferite ad assi ortogonali sono date 
dall' equazioni 

2a)y+3a^--2y--6ap-f-7==:0, ij/'— 4rr»/-j-2flp'— 8i/— 2a>-f9=0 

IfiD*— 8ajj/-f 3a>'— 4y-i-6(r— 4=0, 2y«— 3a?y— 2fl>«-j-y-j-a>— 1 =a 

XL* Determioare il listema dì diametri conjugati eguali delle 
ditsfli rappresentate dalle equazioni § 

(aaù ortogonali) 

3aj'+4xt/-;-5y'— 2cc— 7y— 4=0, 1 4a>«— 4a^+4 V— 60=0 
(angolo degli assi =00*). 

Xn.* Determinare il luogo geometrico di tin punto da coi 
condotte le due tangenti ad una linea di secondo ordine espressa 
dalla sua equazione generale, queste si tagliano ad angolo retto. 

Xin. Trasformare P equazioni delle parabole, riferite ad assi* 
ortogonali, 

9l^'+24a?y+i(k»*+«2y-j 4aaj-i-9=0. 4j/»—4<»y+a>«— 4^+0^-2=0 

al vertice ed air asse. 

XIV. Trasformare agli asymptoU le equazioni delle iperbole 

3y'— 4aJt/— £d'— 2y -|- a>— 1 =0, y'+5a^^— oj'+Yj/-^— 4=0 
(assi ortogonali) 
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(assi ohe comprendono un angolo di 60*). 

XV. Descriverò la iperbole oonoocendo ^i aiymptoti ed un 
eoo punta 

XVI. Determinare l'equazione di una linea di aeooodo online 

che taglia sugli assi coordinati segmenti dati. 

XVII. *^ Dati quattro ponti sovra una* lineo di secondo ordine^ 
la polare di un punto qualunque passa per un punto fiaao. 

» 

XVIIL* Tirovare il luogo geometrico del centro di una linea di 
secondo ordine-aottoposta a passare per quattro punti dati. 

XiX. Trovare F equazione di una linea di secondo, ordine ehe- 
passa per cinque punti dati. 

XX. Trovare F equazione di una linea di secondo ordine che- 
è tangente ai due assi, passa per un punto dato ed in altro punUK 
parimente dato ha il suo centro. ' 

XXI. Unito un punto qualunque M di una parabola colla 
estremità A di un diametro AB, e condotta paralTelamente a que^ 
sto la retta A^M, dimostrare che AM, A,M sono parallele ad ua 
diametro e alta tangente parallela alle sue ordinale. 

XXIL Data una parabola, determinare il suo asse,, il suc^ 
vertice, ed il suo parametro principale. 



CAPITOLO VII. 



MONOGRAFIA DELLE LINEB IN SECONDO 0KD1N£, 



I.C»i 



61. Pmilbìia l Deltrmmare U condiwmi meeume e tuffeienli 
«ffinehè fa eqmsitme g&teraU 

rappresenti la circonferenza. 

Designando con le, coordinale del centro, con r ii rag- 

gio della circoolerenza la sua equazione per assi obliqui, è 

(y— (flp— /s) (a?— a) cos 6=r'. 

E questa dovendo essere identica colla [i] dà le richieste condì* 
«ioni, (n.* 50*) 



Corollario I. Se 6=90°, esse divengono A=:C, B=0. Quindi 
le quanlilà ( a, /3 ) da cui dipende la posizione della circonferenza 
relativamente agli assi, ed r da cui dipende la sua grandezza sono 
espresse dalle 

^ ' SIA^ IK 4A* 

Ctomtt. ìmM: ir 



4U 

E siccome !e espressioni ài u e non contengono F, se ne de- 
duce che due circonferenze sono concen(riclie se le loro equazioni 
unicamente differiscono nel termine costante. 

CoBOLLARio II.* So. D'-[ E'=4AF, od r=0, l'equazione della 
circonferenza si riduce nella 



(4) (a^a,Y^(^-^; 

È evidente come questa sta solo soddisfatta dalle ooordiData del 
punto ( iB=a I sfsji ), e per conseguenza rappresenli unicamente 
questo. NulladimenOt ogni equazione esprimendo sempre una line^, 
per analogia diremo che la (4) conviene ad ma dreanferenza in- 
(biUamenie pieeoto il cui centro è net punto {et, Inoltre easa 
decomponendosi nei due fattori lineari immaginari 

(£D— ^)i=0 , (a?— ps)— (j/— ^)is=0 

può essere anche considerala come l'equazione di due rette tnt- 
mo^fione concorrenti nel punto («0). 

PiOBLBiu n. Determinare U rapporto m cui la rètta che tmise^ 
i due punti {a>^,y^)t [oo^y^ è toriata dalla eireonferenta la cui equa- 
skme rifarUa <M centro e ad atti coordinati ortoffonaU è 

(1) «HV^r*. 

Le coordinale di un punlo qiialuni|uc posto sulla iella cl^ft 
unisce i punii dali, indicale con y^, vengono espresse da 



— ^ — ^T 



in cui la quantità arbitraria è il rapporto 1 :A secondo il quaVs 
tal rette è secate dalla circonferenza. Perciò la incognite A si deter* 
mina per la condizione che le coordinate (2) soddisfino alla cquar 
^ione (1) 0 che sia 
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CoKOLLABio I. Determinare Vequatime delle tangenti condotte dal 

punlo dato [•^■^y^) alla circonferenza espressa dalla [i). 

Se si indicano con x y \q coordinate di un punlo qualunque 
della tangente, siccome la circonferenza è da essa secata in due 
punti coincidenti, c evidente che la (3), ove ao==w^ Vt—yt araraet- 
le radici eguali; quindi abbiamo 

(*) («"ri-!» .-'V=w+i'.'-'') (ìt-i-» 

«quazione rìohiesUi. Queste due taogCDU sono reaU se a>g-\-yg*>f* o 
se il punto dato è esterno alla circonferenza; sono immaginarie 
se a>*-j-'y^<n^y od il punto giace nella superficie piana chiusa dalla 
circonferenza; sodo coincidenti, riducendosi nella unica 

se x^^y*=i*, o se il punto dato è posto sulla circonlèrennL 

CoBOLLAMo II. I due punti di tangenza delle (I) sono evideiH 
lemente posti sulla retta ( polare di a?,;/, ) 

(5) .T.r, 1 ijij^—f^ssO 

in quanto che le loro coordinate nel medesimo tempo soddisfano 
alle equazioni (4) (4) e per conseguenza alla (5}. La polare è poi 
perpendicolare alla retta che unisce il centro della circonferenza col 
punto dato e determina sugli assi segmenti, ciascuno dei quali è 
una terza proporzionale fra il raggio e la coordinata corrispondente 
del punto dato. Inoltre le cordìoate dei punti di tangenza giacciono 
sulla circonferenza data dalla 

(.- 'iJ+C-i')'-^ 

rimanendo questa soddisfetla per le (4) (5): donde si deduce la 
costruzione descritta nella Geometria elementare* 



1(6 

62*. Problema I.' Determinare l eqmzionc della circonferenza 
tircoscritla al triangolo formalo dalle rette espresse dalle equaziwii 

(1) et^=a) eos a-^-y sen a. — p=0 , tt^=m eos sen ^— -pj=0 , 

u^=xcosy-^ sen y — pj=0 

rifenkt ad nn sìsuma wtogmiale di auL 

Qualunque equazione ddla forma a^u^-Y^^tfh^rH^t'^t^^» ^ - 
^ e fi 8000 cosbiDti arbitrarie, denoia una linea di secondo ordi- 
ne circoscrilla al dato triangolo, poiché sussìste pei valori di flp,y 

che soiitiisfano a ciascun sistema di equazioni; a^=0 , «^=0 ; 
a,=0 , «3=0; «j=0 , a^=:0, i quali perciò coDvengono ai suoi 
vortici. Le condizioni necessarie afiÌQchè essa rappresenti una cir- 
ccofereoza (n.° 50'*') sono 

€0§{^-{-'y)-\-X cos (y cos («-f-3)=W» 

sen [p j 7') I A sen [y-^x] ^ [isen (a-j-^j=0. 

Elimioando fra queste aucGessivanienle A e fs si ottengono i valori 

^ sen (y — x ) scn(g. — ^) 

Designando con C, B, A gli angoli compresi fra i lati »^=0, a==0 ; 
a,— 0, ar^— 0; y.,---0, a_^z=^0, cssoriffn a, — ^, y — as, /à — y gli angolr 
che scan)bievolnienle formano le perpendicolari condotte da un punto 
qualunque ad ogni coppia di Ioli, ed avend» 

sen C=t€n {et — p), sen B= sen (y — «), sen A= senifi—a), 
reqnazione della circonibrenza drooicrilta è 

(2) sen A-f-ff|«| sen B-)-«i«, mh 
CoRomaio J. Le rette date dalle equazioni 

(3) «jSenA-[-a^$cnB=0, a^senh-^-oi^senCssdO, «,«enB+»^se«CsasO 
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sono tangenti poiché passano ciascuna per uno dei vertici del trian- 
golo, ed io questo unico punto tagliano la circonferenza ad esso cir- 
coscrii la. 

CoROLLAnio II. Se da un punto preso sulla circonferenza si ab- 
baesano perpendicolari suUe (3) queste soao date dalle espreasioni 

ig(«,ien A-f«4 sen B). ^(«,«e»A+a,«enC), ~ («j«eflB-Hv«»Cfc 

il prodotto pò» di dot di esae^ por eaampia^vdcUa priraa par la ae- 
CQDda. quaglia, per la (Si)» Goaiochò u ia m punto A tma 
etfieoi^arMM at comiiieono perpmikohn su dite tangenti a aidto for» 
tarda di aonlatto, U quadralo di questo tdlima è 4guai§ al nUan- 
gola ddle aUre dna. 

Problema U. Determinare l equazione della circonferenza inscriUa 
ad triangolo formalo dalle rette (1). 

Uniti i punti di tangenza della circonferenza inscritta nel trian- 
golo dato siano a,'— 0, u '=0, oi^=0 i lati del triangolo così for- 
mato ed A', B', C ne siano gli angoli: allora l'equazione della cir- 
conferenza è ct^a^senA!-\-»i»^senB' x^a^tenC=^0. Ma per <^ duo 
punto, aoaaiatono le relazioni u^^=ai^ci^\ a%sa^»^\ a^=a^t 
ed anche, oonfrontaodo i due triaogoli, le 

A'=90«--i.A5 B'=90*— 1-B; C'=90*— ic. 

s a % 

Sostituendo questi valori, l'equazione della circonferenza si tramuta 
nella 

(4) v'^i • — A-1 v^a, . cos ~B . cos-1 C=0> 

% m m 

ovvero poalo 

€Ol^As=V^I, eos ~B=v/m, co«i-C=v'n 
X Z X 

(5) iV^'-}-m'aj*-j n'«^- — ^mnsc^a^ — ^nec^et^ — %im;c^x^=i)L 
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11. BlliMc c« lperli«bi. 

ii'ò. Paodleua. 1. Trovare l equazione della tangente aUe curve 

(.) J4=.. 

ettine od iperbole HftHU astit dato ti fMmìo di tangenxA (a»,yj 
Per le ooonliiule di due puoU oo^y^ , x^y^ presi eolla cunrft 
hanno luogo le 

<±4=1,fA±^4; donde yi=J.^=^(^i±h) 
La equazione della aecaole che li congiooge è 

!f— gt— yi— y, — r^' / flgi4g^A . 

e pertanto qoeUa della tangente che ae ne deriva ponendo (D^a=a>^ 

(2) Bè^P';^^^^'^'=^f^'' 



CoaoLUBio. Eéaendo ^-ih^srl Tequazione della circonferenza 

0 

concentrica colle (4}, e descriUa eoo raggio a, la sua tangente in xj/^ 
data da ffZi^lSjssI taglia quella data dalla (2) in un ponto del- 
r asse 

PaeMJ»A II. TVooare re^tianone deO^ Umstntì tondone dal fuMo 
mj^g atta curve (1). 
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Procedendo come nel n.** 61 si trova 

GoioLUMo I. Tnman Viqwuwne ieUe Au UmgenH amdeUeaUa 
tuna (1) paraUtlamem alla retta 

(4) y=:zmx~\-n. 

Il punlo cc^y^ dovendo giacere sulla (4) abbiamo ^ =m-j— — 
e siooome esso è ad ona dialaoaa maggiore di ogni quantità a»-' 

segnabilc da uu punto qualunque della reità , le quantità ^ ed 

9 1 

, — divengono m e 0: diviso ambo i membri della (3) per a>^* 
jpunediataiDfmte f| forma Tequasione oercala: 

CoaoLUBiQ 11. Lb tangenti condotto alla ciroooferenxa 
fB^-j-^ssa*, 0 da y', o parallele a y=mV-|-n hanno per equa-, 
zioni 

Laonde per y'^==^y^, tn' = ^m esse concorrono respetlivamenla 



(»IIe tangenti (3) (5] ooodotte alla èlliaae nel medeaimo punto deU 

Vi ■ 



6i. PiomiA I. Xbvor^ Fefimm» étìh nrnmtli ètte ora 

condotta per U jmHo co^ y, prete tu queste. 

Dalla defioisione della normale n.* 64 immediatamente ai trae^ 

(2) ^=t:Ùj. od Od^ =r5L=|. 

CoROLLABK). / «ej^mentt intereeUi tuU'atie 2a fra la normaie a 
la on^tNoto del pimto della curva per cui è condotta» fra to lonyeiH 
te e la ordinata del punto di contatto si dicono su-normale, su 
tangente e ti designano con S|; «t noaitmifio jm» normale N e 
tangente T ìe ImgheMxe eomprete fra U punto detta «croi a fiieJla 
•n cui essa laffUano Fatte So. 

Per r equasiooi (8) del n.* 63 e (2) ai hanno le eapressloiti 



(3) 



0», a?.\ 



Problema li. Condurre le normali alle ^l ì per il punto {^^y^. 
Indicando con XY le coordinate del punto ove la normale taglia 

la curva, la ana equazione è ^=p.^=c^ e poiché tu di essa 

giace il punto abbiamo la relazione A^=:6* . Per^ 

tanto i punti delle curve le cui normali paesane per il punto data 
coincidono colle intersesioni dì queste colla ipeilwla 

(4) <?XY'^a>^ . Y*4V«Xs=0 
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i €tti asymiitolt ^ztò^y^, e*X— a*a),=:0 sono paralleK agK 
asBÌ So, S6. 

65. PtonsiA Detemman i raggi veUm eowlotf» dai fitoM 
ad un jNMlo deUe eurvé 




Essendo ( < »— -t-c , t/-=0 ) le coordinale di punii equidistanti 
dal centro e nominati fuochi, ed a?ji/jquelle di un punto delle (i), 
pei raggi vettori si hanno: /•,*=(ap|— c)'+t/j*, p*={x^-]~cy-~y*. 
Ma o'j'-f y,'=±6'-|-eV,' , ed =±:6'-f-c'=a' ; e per conseguenza 

Per la ellisse avendo c <;1,ajj<:a i raggi vettori (di cui deve 
preadersi solo il valore assoluto ) sono 

(2) f^z=a—ea>^, fj=o+ea7,, 

e danno per somma | fy— 8q. Laonde la mnma dei raggi vt^ 
*m condotti dai fuodd ad un punto quaiun^ della dHtu è coitan- 
le ed eguale aWam tnaggiore. 

Per la iperbole essendo e>t, (v^>a, abbiamo 

(3) f^ssex^—a, ^^=e»^-fa, ovvero 

Pertanto nella iperbola la differenza dei raggi vettori condotti dai 
fuochi ad wì punto della curva è costante ed eguale all' a^sc ira- 
soerso. 

CoaoLLAaio 1/ Le polari dei fuochi nominansi le direttrici delia 

«dm Esse banno per eqaaiiooi 0=^'.. E per le espressioni 

c 

delle distanze del punto della curva w^y^ da esse date da 
si trae U 
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Teorema. La disianza di m }nmto della curva da un fuoco sta 
aMa sua di&tanza dalla direttrice corrispondente nel rapporto colan- 
te, e. i. 

Problema IF. Determinare le lunghezze delle perpendicolari 
P,,P, abhamie dai fuochi F(-|-c,0), F^(—cfi) tuUa tangente alle 
curve (1) 

Basendo ^d^<s=:1 Tequazione della laogeote^ esse spno e^ 



spresse da 



CoBOLLARio I. Dalle (i) si deduce P,P^=6*; cosicché si ha il 
Teobbma. Il rettangolo costruito sulle perpendicolari abbass<Ue^ 
dai fuochi mila tangente è costante ed eguaglia il quadrato del semi- 
asse fTiMorv per la eUtne, e del ssim-aiss immagùituii» psr la 

CoiouAiio II. Designato con MT la tangente, con M il punto^ 
^1 W abbiamo 



1 



4 P 



= sen F,MT; 



e quindi « ra^ veUori eondoUi dai fuochi ad un punto della eurv 
va (i) fermano eoUa^ kngenle in etto angoli tguaU. Per la ellisse la 
tangente è la bitetriee esterna dell* angolo chiuso dal ra^ focali , 
mentre per la iperbola essa è la fttiairtee inlema: ed ìnvenameDle 
la normale è òtMfrwe intema nella prima, ed esterna nell* altra 
curva. 

GoBOUàiio in.* Una linea di secondo ordine può essere de> 
^nita come il luogo geometrìoo di un punto le cui distarne da uq 
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punto e da una retta dati di posiaooe nel piano ( fuoco e dirci- 

trico ) conservano fra di esse un rapporto oostant^ 
CoROLUuo lY.'' Rappresentando con 

»^=xcoset-r ysena — p=0, et=xco$l?,-\-ysen^ — Pi=0 
et^=:xcosy-\ rjseny — }>^=0 

Ire rette riferite ad assi ortogonali Ve^iuaione j-A'»/— /x'«3*=:0 
rappresftiia una tal curva di uténiù wéim per etti ciascuna delh 
rette «,=0, ^=0, è la polare del punto ^ùOmmime d^allra 
con la «,=0. Infatti essa può scriversi 

Dalia prima evideDlemeote appare esaere le due retto 

le quali si tagliano nel punto «,=0, «3=0, tangenti alla curva, e 
la«j=0 la loro corda di contatto; per conseguenza il punto («,=0, 
«3=0) ò il polo di «,=0. In pari modo dalla seconda si deduce 
che il punto «,=0,0:3=0 è il polo della retta x,=0. 

Se posto, A=1, ^=90°-{-« e quindi le due rr-Uc a,=0, «,=0 
scambievolmente perpendicolari, si moltiplica reciuazione 

— iji.*ei^=0, per (l-j-O * ^ quantità arbitraria qualunque, la 

significa come le rette u^-{-<rx==0, <r«,— «,=0 perpendicolari l'una 
all'altra e condoltc per il punto {x^=0,u==Ù) hanbo respettìva:- 
mente i punti (ira,— «.=0, a^=0), («^-fff«^=0, «|=0) per poli. 
Laonde per il n" 60 l'equazione 

rappresento una linea di secondo ordine di cui un fuoco conoide 
col punto «1=0, «,^0. 
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66. AUorcfaè le eiiiiasioni della elHaae, e della ipeitola aeM» 
riferite ad una oopiiia di diametri oonjogati , le coi toogbesie ai rqH 
presenlano con a^, \, dovendo annuUarai il ccefifieiente del termine 
wy, esae aflanmooo la forma 

Adoperando i metodi già tvolli l' equazione di una tangente qo»' 
lunqoe ( «o^ y, oaaendo il eoo ponto di contatto ) rìfisrita a qoest» 
asai coordinati è 

(8) ?^7'='- 

Tbobbma. la tangente condotta aita elìitse od alla xperMa per* 
la eslremUà di m diametro qualunque Sta^ è parallela al diametro 

a questo conjugato 

Infatti r equazione della curva a tali diametri conjugati ri- 
ce' M* 

ferita esaendo -^^=i=^^*-^=1 , quella della tanueate il coi punto di 

eontatlo è (aj=:±:o, , y—0) viene espressa dalla (c=zt=a^, e 
pertanto si dirige parallelamente al diametro 26^. 
PaOMJUiA i Data la curva 

Ilarità «f etnlre e agU atd inoasro raguoniaM dtd èìmtko em^f^ 
gaio a quéUo the paua per U punto ( tr^y^] preto ni di €$ta. 

La equazione di tale diametro dovendo esaere quella di un» 
fetta condotta per la origine, centro della curva, parallelamentr 
alla tangente in 0^, è 



ti; =0. 
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COMUMM. Siano », fi gli uigoli die il diametro condotto 
{w^y^) ed il suo coojugato iòrmano coli* asse ddle te, per essi 
abbiamo 

lang»=^^ tang^~zfzt3: donde 
«1 «Vi 

(5) long» Umgfis=f^^l.. 

a 

PaOBuai II. Determinare le courdinate (c^yj della tslremilà 
id diametro conjugato a quello condotto per x^y^. 
Queste dovendo soddisfare alle equazioni 

a* ò« 0* ? ' 

banno ì valori 

PaoBuiu HI. Bsprimm ìé 2ingAe»e di m mÙFèìMMlIfù, a^, 
eondoUo pel jnmio wjg^ ddUt ewva e dd p» etmjugttlo, \, mbe- 
iu» m fimgùm detta w^. 

Avendo a,W,*+y^', 6,'=ir/+«/.\ per le (3) e le (6) que- 
ste espressioni ai riducono nelle 

CoROLLABio I. Da questi valori per la ellisse si ottiene le 
*/^r^i'=<*'-i Laonde la semina dei quadrati di una coppia di 
$emi-diameiri conjugaii neUa ellitse è costante ed eguale alla eomma 
dei quadrati dei semi-assi. 

E per la iperbola si deduce la a* — 6,*=a' — 6', ovvero la 
differema dei quadrati dei eemi-diametn eoi^ugati netta iperbola è 
eostante ed egucde atta diffenraa dei quairaU dei tm^-am. 

Se ossfr, aocbe ««sfr^, e f^wrftobi in cui i diametri conju^ti 
in «Igni sistema sono eguali dicasi egmhkra ( n.* ftO. ) 
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Problema IV. Esprìmere la hniijhezza della perpendicolare ab- 
bassata dal centro della curva (3) suUa tangente condoUa per U 
punto preso su di etto. 

Questa ò 

/«\ ^ (i b 




per il ProMmà prtcederUe e •oboneote prendendone il valore a«-* 
ioluto. 

Pboìlsma V Detemmare l'ùHgolo compre» fira ma ecppia qua- 
Iwigue di diamtiri eoi^ugaH iipparlmmSi alle cuna (3) 

Preso sulla ourva ub punto M («^ y^j e condottovi la tan- 
gente Iffr, congiunto^ col centro O, i due semi-diametri conjugeti, 
%a^ 26^ coincidono con OM ed ON, questo essendo parallelo alla 
tangente MT ed N designando il punto ove esso taglia la curva. 

L* angolo e compreso Irai diametri eguagliando quello formata 
da OM e dalla BTT, nominata p ia perpendicolare aibbeaaate da 0 
su MT» abbianoo 
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CoiOLLARio. Dalla (9) derivando aJ)^senQ=ab può enunciarsi il 
Teorema. // parallelogrammo costruito sui scmi-diamelrì conju- 

gati di una ellisse o di una iperbola ha un area costante ed eguale 

ùl reUc^olo dei semi-assi. 
67. La iperbola 

essendo Tunica curva di secondo ordine che abbia gli asymptoti reali, 
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( n.* 55 ) gode di proprietà a questi celaUve non esistenti oelU 
ellisse e nella parabola. 

Teobema I. (ìli asymptoti coincidono colle diagonali del paralle- 
logrammo coslruilo su due diametri conjugoUi qualunque. 

lofiitti essendo So,, tali diametri ed — T-tS=4, Tequa-. 

zioDC della curva ad essi riferita, le diagonali del parallelograiomo '\ 
cai lati eguagliano hanno per equazioni 

le quali sono quelle che esprìmono gli asymptoti. 

GoloixABio I. Per la iperbota equilatera, a^=6^, il parallelo* 
grammo di due diametri conjugati trasformandosi in una losanga 
^It asymptoti si tagliano ad angolo retto. 

Corollario II. FI segmento di una tangertìe qualunque compre- 
so fra f/li asiftnpfoti è bisecato nel punto di contatto M ed eguaglia 
il diametro conjugalo ad OM, (0 essentlo il centro dello curva). Pren- 
dendo per assi coordinati il semi-diametro OM=rtj ed il suo co- 
pjugato, r equazione degli asymploti , e della laogente in M sona 

e quindi il segniento determinato su questa è y=■±dl)^. 

Teorema II. Se una trasversale qualunqtie taglia la iperbola 
nei punti a^, a, e gli asgmptoti in » segmenti a^ò^, aj}^ compre» 
fra questi e la curva tono eguali. 

Prendendo per assi coordinati un diametro prrallelo alla tra- 
sversale ed il suo coniugalo, questo evidentemente biseca le due 

rette a,a,, bfi^, e per conseguenza da a^i=ia^=^^^^ b^\s=Sb^:ssìò, 

« Si 



si trae 6,t— a^issiò,— ìi^ ovvero ajt^ssajt^ (n.* 58.) 
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68. Pboblbma I. Trovare l'equazione della iperbola riferita agli 
atymptoti 

Prendendo gli asymptoti per assi coordinati nell' equazione non 
possono comparire i termini lineari in (V, ed y (l'orìgine coincidendo 
col centro della curva) ne quelli che oooleiigODO i quadrati delle 
▼ariabìlì (gU assi tagliando la curva ali* infinito); e quindi essa Ita 
la formai 

(4) ODysK*. (n. 55) 

Pw eaprìmere mediante i semi-assi della curva, sì osservi 
come Tasse trasverso bisecando T angolo compreso fra gli asym* 
pioti, le cordinate del auo vertìee fl5=y=K si determinano ponen^ 
do (BB=sr nella (1); e desigpiando con « Tangoio degli asymptoti ai 
ha fl^SP-l-SP eotek Inoltre l'èsse immaginario bisecando Tangor 
lo 460* — 0, e le eoordinate del suo vertice essendo date da 
qp ^ y gfcv/— 4, ha per vabre — 2K*-{-2K* eota. Formando^ 
ora la diflhrania delle eqiresaioni di a', — si ottiene 

(2) K«=el+Ì' (n»55). 

PaoBLEMA II. Determimre feguoMone della tangente àUa iper^ 
boia a/y=:E}, U pmio di eentatto a>^^ essendo note. 

Preso sulla curva un punto qualunque oyy, la traaveraalet 
condótta per w^y^, xjf^ viene rappresentata dalla equazione 

tZZy.i—y£Zlt ovvero a causa di y.=£- * 2/.=— dalla 
09 — a^i », — Ok ^ 



Questa eaprime la tangente allorcfaè quagliano a>^; quindi 
diviene 



U9 




Caiouiuo. 1 Mgmenti f»^, Sy, che la tangente deteriDioé sugli 
«■ymploli formano il Rettangolo icr,y,=-4ft*. Laonde U tnan^ìo eht 
una tangaito quabim^ ^ma togK àsympiMi ha una ama eoilattte 
td ignak al iofph deffana dd fMratUkgrammó fitrmato dotte eo- 
mdinttte dd punta di kmgmsa. 

69. Le curve di secondo ordine rìfÌBrìle ad assi eoordìnati 
tali che uno, quello delle <d, coincida con un diametro e V altro, 
quello delle colla tangente condotta per uno dei punti ove esso 
interseca la litica a cui appartiene, sono rappresentate dall'equa- 
ziooe generale 

(1) ' .A^-fGa>*-|-EaD=rO: 

in quanto che la canra essendo simmetrica intorno aliasse delie 
e rorigine delle eoofdinate giacendo sul suo perìmetro, la equa- 
sione sua non può oosttoers teroini in ed in sf ed il termine 
coataote ovvero indipendente dalle variabili. Di guisa che essendo 

r equazioni dell.) ellisse e della iperbola riferite ad una cojtpia 
qualunque di diametri cbnjugati , mediante la trasformazione degli 
assi, aj=X — 0, per la eiluise, e a?=X-j-o, per la iperbola, esse 
divengono 




in cui la quantità -^^ nominasi U paràmeln déBa curva rdaliva- 

mente al diametro x^=0, e parametro primipak se tale diamelrà 
diviene un asse della linea ( n.> 44, 12 ). 
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Teorema I. La parabola può mere eomiderala come il limite 
a cui converga una ellisse od tma iperbola allorché , rimanendo co- 
slanle la distanza di un fuoco dal vertice a questo corrispondenle 
tasse maggiore o trasverso cresce indefmUamnUt e tende a divenire 
maggiore dt ogni lunghezza assegnabile. 

L equazioni deiifi ellisse e della iperbola riferite al verlioe e 
air aoee sono 

E deoouuulo con S la distanza di un vertice dal fuoco vicino 9^ 
biamo 

J=fl— V(?^.^=V^^'— ovvero b*=^a£^- 
e per conseguenza 

Supponendo ora a infinito^ i termini che coqtengooo a per denomn 
natore apnullandoBÌ, questa si trasiorma in /siftn eqoasiooe cbe 
rappresenta una parabola che ba il medesimo vertice ed asse delle 
curve da coi è generata. 

Teobbma II- // parametro furtneipale di mna cttroo di secondo 
ordine eguaglia la corda condotta per un fuoco, perpendicolaimente 
ali asse su cui (iwslo punto giace. 

lofaUi essendo 

l'equazioni della ellissi e della iperbola, la corda focale f egnsigH^ 
il doppio di quella ordinata della curva corrispondente alla ascissi^ 

jc=i(Jj=o— Vo^' per la ellisse ed x=v/a' -H»*— o per la iper-. 
\ 

* 
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boia. Per cooseguenza si ha 

r=J^VÌ^-<.)(v'?=p-|-«)=^ od /•=8^ : . 

sìrailmente si dimostra per la parabola. 

CoMtuno Avendo posto, ( il'II, 12 ) a^h^=a*e\ l'equazio- 
ne ^) si traslònna nella seguente: • 




TaoiBaA IL R tmifaramelro principale di ma ctirva di se- 
«mia wdm» eguaglia la projesione della normale sopra il raggio 
«eMorv condotto per il punto ove questa taglia la curva. 

Essendo ^,=^^=^ V equazioni della ellisse e della iperbola 

riferite al centro ed agli assi, ed 

e*a>^e^y ' of — ae a», — ae 

quelle della normale, e del raggio vettore ambedue condotti per 
il punto M(rB,j/j) preso sul perimetro della curva, la perpendicolare 
abbassata sul raggio vettore dal punto [y—O, a?=eV, ) ove la 
normale incontra l' asse maggiore per la ellisse , e 1' asse traverso 
per la iperbola è rappresentata dalla equazione: 

^"^"^ ^ »y,+<»(«,-Hie)+«»«,(«— a>,)=a. 

Ma la lunghezza P della perpcndicolnrc mpnnta da M sopra la (3), 
la quale lunghezza evideutcmentc è la proiezione cercata, ha per 



f>-![ire>sionc ■ 

e, a CfJgione cl«Mla relaziono, ìj^-=z[\—c-j{a*—:i\''\. w M, 12.) 
essa si trasforma nella 

(a— ct/) ' <t 

In siinil mollo si diniosUa qiicsla proposiziono por b paralioln. 



Melodi prr dCMcrlvcre la EIIImhc e p«-r Irarrlnrne 

le lang«'iiti. 



70. Probi.ema 1. Dati in grandezza c posizione gli assi ài una 
Ellisse descriverla per punti. 

Metodo I. Essendo A A', BB' gli assi, costruili i triangoli rel- 
langoli BOF, BOF' di cui un catclo eguaglia il semi-asse minort* 

OB c l'ipotenusa il semi-asse mag- 
giore OA, i loro vertici F, F sono 
i fuochi della curva. Quindi da A' 
come originò preso sopra A A' un 
segmento qualunque A'P maggiore 
di A'O, si descrivano due archi con 
A'P per raggio e col centro suc- 
cessivamente in F ed in F; di poi 
n)l emiro in ciascuno di questi punti e con raggio eguale a 
PA—AA'— A'P descritti due altri archi, i (juatlro punti ove in- 
tersecano i precedenti a pp.ir tengono alla ellisse. In sirail modo con 
u operazioni si determinano i;i punti i quali congiunti con una 
luica continua formano la ellisse. 
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Metodo II. DescriK.i una circonferenza avente per diametro 

r asse maggiore A'A , condotta la sua or- 
dinala MP, e divisa in N in modo che 
. NP_CB 

^'^ PM'^^vf' ' P""^' N determinali 

appartengono alla curva. 

Mktodo III. Preso sovra l'asse mino- 
re BB' un segmento CJ><CA— CB difTe- 
rcnza dei due semi-assi , a — h , ponendo 
in 6 il centro e con raggio eguale ad a— 6 si determini sull'asse 
maggiore AA' il punto u; quindi condolta la retta bx, su di essa 
si prenda la lunghezza aN=6: i punti N che così si ottengono 
sono sulla ellisse. 

Problema II. Dati in grandezza e posizione gli assi di tmn 
ellisse descriverla per moto continuo. 

Metodo I. Determinali i fuochi F ed T, fissato in questi le 

estremità di un filo la cui lunghezza 
eguagli A A', uno stile cho si muovo 
in modo da tendere conlinuamente il 
filo, traccia la ellisse. 

Metodo II. Se una riga 
DD'=iCA-|-CB la quale ^wrla in M 
( MD=CB ) uno stile si muove in 
guisa che le sue estremila D' e D siano ciascuna sopra uno dei 
lati dell'angolo retto BCA, lo siile traccia una ellisse i cui assi 
sono 5CA, 2CB. 

Lemma I. Se in una ellisse una tangente (fnalunque taglia due 
diametri conjugati, il rettangolo costruito sui segmenti che ciascuno 
di ehsi determina stdla tangente conlati prendendo il pimlo di con- 
tatto per origine eguaglia il quadralo del sevn-diamclro ad essa pa- 
rallelo. 

Preso per assi coordinali delie y e delle x il diametro paral- 
lelo alla tangente ed il suo conjugalo ( le cui lunghezze sono indi- 



■ 













A II 
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cale con 2a,, 26, ) esf^^ndo M(.t,^^) un punto qualunque della curva 
abbiamo 



per l'equazioni dei due diaraelri conjugali di cui uno ha una eslre- 
milà nel punlo M e delia tangente. I segmenti .su questa hanno 

evidentemente per valori y=^a^, y^= — -«"i c quindi il ret- 



00, 



a. 




tangolo compreso è yjt/,= — b*. 

Problema III. Dati in grandez:ia e posiiùmc due semi-diame- 
tri conjiigati di una ellisse, costruire i suoi assi. 

Siano Oa, Ob, i semi diametri conjugali, la retta AA' condot- 
ta per r estremità a di uno parallelamente all' altro è tangente al- 
la curva. Determinato sovra Oa un punto 
M, ( il quale giaccia relativamente ad a dalla 
parte opposta di 0 ) e tale che per esso sus- 
sista la relazione OflXflM=06' si descriva 
nna circonferenza che passi per 0 e per 
M e che abbia il centro sulla tangente A A' 
in C. Le rette OA, OA' che congiungono i punii A.A', ( in cui questa 
è della circonferenza segata ) con 0 rappresentano per il I.^mma pre- 
cedente, e per essere l'angolo A'OA retto, gli assi della ellisse. 

Problema IV. Costruire per punti una ellisse allorché son dati 
in grandezza e posizione due suoi diametri conjugati. 

Avendo AA'=r2a,, BB'=2/>, si 
costruisca la ellisse ADA'D' pren- 
dendo per assi le rette AA'=2a,, 
DD'=BB'=2b,, l'equazione 

^-h— ,=4, secondochè è riferite 




agli assi coordinali obliquangoli AA' 



BE', ovvero agli assi ortogonali AA', DD' può esprimere l el- 
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iissc richiesta o la ADA'D', c siccome i due sislcroi d' assi coordi- 
nati hanno il medesimo asse delle w così ad una data ascissa CP 
corrispondono per ambedue le curve ordinate eguali in lunghezza. 
Laonde condotto da P le PM', PM respetlivaracnle parallele alle CD, 
c CB, il punto M per cui PM=PM' ed è eguale alla ordinata del- 
la ADA'iy è un punto della richiesta ellisse. 

Problema V. Data ma retla e gli assi di ma ellisse { in po- 
sizione e grandezza ) determinare x punti in cui esse s'intersecano 
senza tracciare la curva. 

Siano CA, CB i semi-assi della ellisse, e sia SM la retta data 
( S essendo il punto di essa che giace sul prolungamento di AA ); 

descritta la circonferenza ADAD sul- 
l'asse maggiore AA, si congiunga 
il- punto B con un punto qualun-^ 
que m di SM e si conducano la 
mp perpendicolare ad AA e la Bm 
e sia Q il punto ove Tultima taglia 
la AA. Condotta la DQ, il punto 
di sezione n di questa con pm co- 
giunto con S siano N, n' i punti in 
cui Sn incontra la circonferenza, le rette NP, N'P' perpendicolari 
ad A A determinano sopra la retta data Sm i punti M ed M' che 
sono quelli nei quali la ellisse è da essa intersecata. 
Infatti abbiamo 

nm BD np DC , __S?_np 

^ar^ """""" 4"»^' M^'^"^ — 



mp 



e quindi i punti M ed M' che dividono lo rette N'P', NP nel rap- 
porto dei semi-assi CA: CB sono punii che insieme appartengono 
olla secante ed alla curva. 

Problema VI. Condurre la Icuigcnte in un punto M di una el- 
lisse di cui mo dati gli assi, ( in grandezza e posizione ). 




Metodo I. Ei^sendo AA', BB' gli assi si descriva sovra AA' 
come diametro una circonferenza ADA'D' e 
sia M' il punto ove è incontrata dalla per- 
pendicolare abbassata da M sovra A A'. La 
tangente in M' a tale circonferenza tagli il 
prolungamento di AA' in S, la SM èia tan 
gente richiesta 

Metodo II. Determinati i fuochi F ed F 
della ellisse si unisca con ciascuno di questi il dato punto di tan- 
genza M ; quindi sopra il prolungamento di F'M si prenda la lun- 
ghezza MN=FM, la perpendicolare MTT' abbassala da M sopra 
la FN è la richiesta tangente. 

Corollario I. Condurre la Uuigeitle in un punto W di M èl- 
Usse di cui sono doli in grandetta e posizione due diametri conju- 
gali. Costruita la elUsse ausiliare ADA'D' ( Problema IV. ), da M 
si conduca la ordinata obliqua MP. e da P la PM'. In M' airelllsse 
ADA'iy si descriva la tangente e sia S il punto in cui sega la A A'; 
la MS è la tangente alla ellisse data. 

Corollario lì. Condurre una normale in un punto M appàirle- 
nente ad tma ellisse della quale sono noli in grandezza e posizio- 
ne gli assi. DeterminaU i fuochi F, F, della curva, tirati i raggi 
focali MF, MFj, sopra uno di qnesti si determini un segmenU) Mf 
eguale all'altro, Mf=W^: la normale è la perpendicolare abbas- 
sata da M sulla congiungente fY. 

Problema VII. Condurre le taiìgenti da un punto P esterno ad 

una ellisse della quale sono dati in 
grandezza e posizione gli assi. 

Metodo I. Determinati i fuochi, 
col centro in uno di questi F e con 
raggio FMN=AA' si descriva l'arco 
NN' quindi prendendo per centro il 
punto dato P e per raggio la sua di- 
sianza PF dall'altro fuoco F si tracci 1 arco ;<JFN', N ed N' siano i 
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punii in cui qucsli archi si tagliano. Tirale lo ielle FN , FìN' le 
perpendicolari PiM, PM su queste abbassale da P sono le due tun- 
genli alla ellisse. 

.Mktouo II. Sia M il punto esterno; tirala la ordinata MP, c 

le congiungcnli MB, a iti ( i 
essendo il punlo in cui Li 
prima incontra l'ass'i AA' ), 
sia M' la intersezione di DI 
col prolungamento di .MP. Da 
M' menale alla circonferenza 
le Umgcnli M'TS. M'T'S'. 
[ S', S sono i punti d'interse- 
zione con AA'), le rclle SM, 
S'M coincidono colle tangcnli 
alla ellisse, ed i punti di conlnlto f, ed T sono detcrmmali in esse 
dalle ordinale condotte dei punii di contatto T, T' delle tangcnli 
alla circonferenza. 

Problema Vili. Cwulurre jHirailelanienle con una dala relln RS 
le tangenti ad tuia ellisse della quale sono dati gli assi in grandezza 
e posizione. 

Metoik» I. Essendo F, F' i fuo- 
d)i della ellisse, ed SR la retta data, 
da uno di essi F su questa si con' 
duca la |)or|)endici)lare indelinila FNN' 
quindi [xtnendo il centro iKill'allro fuo- 
co F' e con raggio F'N eguale all'asse 
maggiore si descriva un arco di cir- 
conferenza che la tagli nei punti N ed 
N': dai punii M, M' in cui le congiun- 
gcnli F'N, F'N' incontrano la curva 
condotte le rette TM, TM' paralelle 
alla SR, ( rette repeltivamenlc per[iendicolari alle FN, FN' nel loro 
punto di mezzo ) , queste sono le laogenti alla ellisse. 




|;is 

MtTr>oo II. Dal tonlro riell.i curva tirala una retla Cp paral- 
lela alla retta data , c per un suo punto qualunque p la congiun- 

pcnte pB , e la ordinala pp' . 
sia p' il punto ove (juesla è se- 
cata dalla congiungcnte i punii 
1. D, ( I essendo il punto d' in- 
tersezione di />B coli asse AA'). 
Si traccino le due tangenti .M S . 
N'S' paralello colla C/» alla cir- 
confercnza ADA'D' ( S". S siano 
i punii in cui segano AA' ). lo, 
M ito SM, S'.N paralellc a Cp sono le richieste tangenti. 




Uetodl per 4r«erlvere la Ipcrbola r per IrNcrlariie 

le (anscnd. 



Problema I. Delti iti grdmlezzn r pnsizi(Hie ijlt asst di uua 
Ipei bola descriverla per punti. 

Metodo. I, Essendo A A' l'asse trasverso, e BU' rimmaginario 
i punti delernriiiiali sopra AA' prendendo OF=OF'=BA sono 

I due fuochi della curva. Quindi 

da A' presa una lunghezza mag- 
giore di A'F, con questa per rag- 
gio e ponendo successivamente cen- 
tro nei fuochi si descrivano due 
archi : dipoi presa per raggio una 
altra lunghezza la cui tliflercnza col- 
la precedente sia A A', e similmente 
assumendo ciascun fuoco per centro si traccino due nuovi archi. 
Questi tagliano i primi in quattro punti appartenenti alla Iperbola 
l kliicsta. 

Mktodo II Preso un punto qualunque P sul prolungamento 
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dell'asse trasverso A'A, da esso si conduca alla circonferenaa descri t i 
sopra AA' come diametro la tangente PN: quindi determinati i segmen- 
ti contali assumendo P per ori- 
gine ) P«'=CB=/), Pm=CA=^<. 
si conduca dun'alln congiungenli* 
mm la paralejla u'S. Il punti IM 
sulla perpendicolare ad AA' poi 
cui P.\I=PN appartiene alla iper- 
boln richiesta. 

Problema II. Dali in grandezza e posizione ijH oskì iti i.n.i 
iperboia descriverla per molo conlinuo. 

Una riga di cui una estremità è imperniata per modo che poiS- 

sa liberamente ruotare intorno ad un pun- 
to P porta in una sua parte un anello 
fisso munito di uno stile M. AH' altra 
estremità R della riga è llssalo un filo 
così die passa i^er l'anello ed (; fissalo in 
K,. Mentre la riga ruota intorno ad V lo 

Htile descrive la iporbola. 

GottOLLAHio. Data la direUrice , la direzione di un asympto.'o , 
ed un fuoco di una iperboia descriverla per 
moto conlinuo. 

Si prenda la squadra obliqua CBA tale 
che chiuda laogolo CBA eguale a quello cht^ 
la direzione del dato asymptoto forma collu 
direttrice DD'. Un Ilio ha una sua estremi- 
la fìssa nel fuoco F o l'altra all'estremità C 
della squadra e passa afferralo in un ancitu 
munito di stile M che è fìsso alla squadra. 
Scorrendo questa lungo la direttrice, lo siile 
M descrive la iperboia. 

PROOLBMA ili. Descrivere la iperhola allorché sono dali qIì 
psijmploli ed m punto su di essa. 





no 

Siano CT, CS gli nsyrnptoli, ed M il punto della curva. Una 

trasversale qualunque per questo con- 
(lott.i li intersechi nei punti N, N', il 
punto M per cui NM=N'M' appartie- 
ne alla iperbola. Cosi tirando oltre tra- 
sversali o per M 0 per qualunque altro 
punto della curva si ^)o«90no deter- 
minare tanti punti quanti sono neces- 
sari nlTinchè insiemi; conijiiinli for- 
mino una linea continua. 
ConoLi.ARio I, Descrivere la ijìerbola conoscendone un asymploto 
e tre punii. Siano CT l'asymptolo, M, M', M" i tre punti: tirata 
la secante MM' segnato il punto N in cui è incontrata da C T , 
si prenda M'N'=MN, il punto N' appartiene al secondo asympfoto. 
Operando in simil modo per la secante MM" si ottiene un nuovo 
punto del secondo asymptolo; di modo che questo essendo piena- 
mente determinato a descrivere la iperbola si adopera il metodo 
precedente. 

CoiiOLLAiiio II Determinare gli assi della iperbola conoscendone 
gli asyrnploti ed un punto. Gli assi in direzione coincidono colle bis- 
seltrici degli angoli chiusi dagli asymptoti. La lunghezza di uno dei 
semi-assi si ha ronducondo dal punto dato M della curva una \ìer- 
pendicolare uM6 sulla direzione dell'altro asse, e quindi prendendo 
una media proporzionale fra i segmonli oM, 6M di questa perpen- 
dicolare compresi fra .M ed i punti a, b in cui sega gli asymptoti. 

Problema IV. Descrivere la iperbola conoscendone in grandezza 
e posizione due diametri coniugati. Questo prohlciTia si risolve co- 
me il precedente. Infatti le diagonali del parallelogrammo costruito 
sui diametri conjugati coincidono cogli asymptoti: conoscendo inol- 
tre due punti della curva , le estremila del dianielro-couiugitU) 
reale, o si può immediatamente descriverla, o possono essere in gran- 
dezza e posizione determinali i suoi assi. A costruire gli assi può 
essere adoperalo il metodo esposto al ( n.° 70 ) jxjr la ellisse. 
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clfìteniiinando però il punlo M per modo che giaccia dalla me- 
desima porle di 0 relalivamenle ad a, e sussista la relazione 
OaXaM=06l 

Pboblema V, Condurre la tangente in m punto M di una iper- 

boia i cui assi sono dati in (jrandez- 

za e. posizione. 

Determinati i fuochi F, F', con- 
dotti i rapgi vettori MF, MF' si la- 
gli sul maggiore di qUesli MF^ un 
segmento Mf coll'origine in M eguale 
ali altro raggio MF: la perpendicolare 
]MT abbassata da M sulla congiungente 
F/ è la tangente alb curva. 
CoBOLLAB!0 I. Condurre una normale in im punto M di una 
data iptrbola. Avendo prolungalo il raggio vettore iMF' di una lun- 
phezza eguale all'altro raggio vettore MF, la perpendicolare ti- 
rata da M sulla congiungente Ff* è la dimandala nonnaie. 

Corollario II. Condurre una tangente in un punto M di una 
iperbola di cui sono dati gli asymptoti Tirata [ìer M una pardilela 
ad uno degli asymptoti CT e prolungala fino che tagli l'altro CT 
in t, si prenda su questo da C il segmento Ck doppio di Ci e si 
conduca la kM Questa è la tangente in M poiché il segmento 
compreso fra gli asymptoti è in tal punlo bisecalo. 

Problema "VI. Condurre te tangenti da wi punto esterno alla 

iperbola i cui assi sono dati in grctn- 
dczza o posizione. 

Metodo I. Sia N il punlo dato; 
determinati i fuochi F, F', ponendo 
il centro in F con raggio eguale 
a FN si descriva un arco di cir- 
conferenza ; quindi prendendo F' 
per centro con un raggio eguale 
all'asse trasverso AA' si descriva un altro arco di circonferenza il 





Mi 

<|uale inlersoc'hi il primo nei punti T, T': tirate \o congiungenli P!'. 
FT' le perpendicolari NR , NR' abbassalo su queste da N sono \v 
richieste tangenti. 

Metodo II. Sia P il punto (^sterno: descriltii b circonfcronzn 

sopra l'asse trasverso A A'=2« 
come diametro, si elevi da A 
la perpendicolare a questo AT 
eguale in lunghezza al semi-asso 
immaginario CB=:&, e si abbas- 
ni da P la ordinala PQ ; ipiìn- 
di preso sopr.i AA' da A come 
origine il segmento AO=PQ 
si Uri la retta TO , e pariille- 
lamenle a questa da Q la Ql) 
la quale incontri nei punti G, y 
la circonferenza AGAM piedi W. r delle ordinate GR, (jr congiunti 
con P determinano le rette RP, rP le quali sonoUingcnti alb ipcrbola. 

Infatti posto PQ=yo> CQ=.r„, gr=y,. Cr^or,, determinato 
a:, per le relazioni .'A • - ^o+^i = Vo - equazione 

della retta che congiunge i punti P.fif è identica con quella dullu 
Ijingenle alla ifH?rbola menaU per P ( ri.' G3 ). 

Phobwma vii. Cmdwre paialellameiìte con tata data rella SU 

lo. tavgenti ad una iperbola della 
fjuale sono dati gli alsi in gran- 
dezza e posizione. 

Detcrminati i fuochi F', F da 
uno F di questi si abbassi la per- 
|)endicolare FN sulla retta PS , u 
ponendo il centro nell'altro fuoco 
F' con raggio eguaio all'asse tra- 
sverso 2a si descriva un arco di 
cirronferenza clie seghi tal periMMir 
colare in N, «• Le perpendicolari elevale sulle congiungi^nli FN . 
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Kri nei ìopo punii di ninzzo sono le tangcnli alla i|)Crbola paiullele 
US, nd i punii in cui sono intersecale dalle KN , FVi sono i 
jtuuii di tangenza. 

Ili* rmrmhmim 

72. Problema I. Trware l'equazione della langeiUe alla immlMUa 
nJfi Ua al verlice ed alC asse 

doto il ptmio di Umgmsa {ec^y^] 

La corda che oongìuoge i due punii (iVji/,', ix^^ presi sulla 
curva, e pei quali bando luogo le relazioni y*=iiftB^^ y^ipx^ 
ovvero la 

^*'^P9 =, ha per equazione ?J^?!=.7^, . od 

Laonde requasione della tangente che da essa ai trae ponendo 

(a) 8|,(a»+»,)s=0. 

G010U.AB10 L U punto in cui questa interseca Tasse ha per 
coordinale y=Ù, a=— Pertanto la sulangentc (n.° 64) ha per 
espressione Sf=^i k bisecata nel vertice delia. curva: e la 

lunf^zn della tangente è T=2V<»|{p+»J. 

Goaoiutio E L equazione della polare del punto ia)^y^) retan- 
ti vamente alta parabola (1) è della stessa fonna di quella della 

tangente yy^—'ip{x-\-x^)=0; cosicché essa ineontra' Tasse nel punto 

( y=0, 03— — Laonde si può enunciare il Teorema : U tegmen' 
lo che le polari di due punti qualtuique delerminano tuli asse eguoi* 



Hi 

glia quello che è compreso fra i piedi delle ordinale dei punii con- 
siderati. 

Problkm.v II. Trovare l'criuazione delle tangenti condotte da wn 
futUo eterno [x^^J^ alla parcdxda (1). 

Adoperando ii metodo sviluppato nel d.° 61 si trova: 

CoiOLuMio L Trovare refMujone détta UmgenU eondolUL ailà 
panihola (<) partfMmcnte otta retta 

« 

Operando come nel d.** 6a si ottiene l'equazione: 
(5) m(j— iiMD)s=pi 

I^ROBLBMA HI. Trovare l e/jua^mnc della normale alla paraho- 
(1) condona per il punto x^y^ preso sul suo perimetro. 
Essendo la aormate la perpendicolare alla tangente nel punto 
di contatto cDi^i è espressa per 

GoBouisio L La sunoruiale e la noroiaie sono espresse dalle 
lormote 

l'brtaBtO'neila jMnMi te mmrmalt è mtmàB ed i^Miiite ti ssim* 
jMrtmeln». 

HxmMMk. IV. Cmtiurm It nomoH alla paraJbola (1) per tt 
punto eterno a^y^. 

iadioaDdo con XY le coordinate dei punto in cui la normale 
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ÌDconlra la curva, la sua equazione è 

S^»(y-Y)+Y{«— X)=0: 

e eieeome il puDio m^^ giace su queata, eosì auMìele equaikwe 
di coBdiiiooe 

JWtfi— Y)-hY((r,— X)=0. ovvero Xy+Y{2p^»,)— ^,=0 

Di guisa chè i punii della parabola le cui normali paesano per 
«iVi sono le interaeitiooi delle curve: 

XY+Y(2p-»J— %W,=0 Y*=ljiX. 

delle quali la prima è una ìperbola equilatera avente per aaymplo- 
tì le lette sp=0, X=0|— -2p, la seconda la parabola. Dalla poai- 
xione della iperbole ai deduce cbe il numero delle inlersesioni non 
può mai superare tre. 

73. Problema I. /)deniitfi(ire la lun^u%%a del raggio Datore 

condoUo dal fuoco ad un putUo della parabola 

Essendo ( x=p, y=0 ) le coordinate di un punto preso sul- 
1 asse della curva e nominalo fuoco , ed x^y^ un punto qualunque 
del suo perimetro , il quadrato della luDgbexza del raggio vettore è 

^'=K~P)H2/**=(H-«»)' ovvero 

Corollario I. La polare del fuoco nella parabola è la diret- 
trice la cui ec]uazìone essendo x-{-p=0 è paralella alla tangente 
al vertice. La distanza di un punto qualunque della curva (»j(fx) 

Otomn, AnaM. IS 



4i6 

da questa è CD^-^p e perciò la dtslama dt un punto della curva 
dalla direttrice eguaglia la sua distanza dal fuoco. 

CoBOLLARio II. Condotta alla parabola una tangente qualuntpie 
per U punto di contatto M (ff*,!/!), « determinato il punto N( 
W= — <Vj ) in cui essa taglia l' asse , t7 fuoco F è equiditìaiUe dai 
due punti M ed N. Infatti abbiamo F1I=^j?,=MN. 

CoioUabio IIL Una tansmte tputhmqm MN alla paratola fàr- 
ma angoH egtiaU eoltam a col raggio vettore FM condotto per U 
punto di iangenxa ÌH Ciò ImmedìaUmeiite deriva dal triaog^Io 
FHN, ( N punto io cui la tangeute incontra Tasae), che è nn trian- 
golo iaoacele. La taogente nel punto della curva (y=0, «=^)» a cui 
corrisponde 1* ordinata focale forma ooll'asae un angolo di 45* 

Inoltre si consideri il diametro clie ha in M(x^7/^) la sua estre- 
mità e perciò dato dall' equazione y=y| . e si trasportino gli assi 
coordinali pardilelamenle a se st^i^si in un suo punto qualunque 
P( »/=y, , x=x) per mezzo delle fdniiule di tt .isformuzlone 
y=V-f-J/|i (c=X-\-a, lequazione della parabola diviene 

La retta X=s=mp , Y=nf è bisecata in P se ha luogo la relazione 
fMf. — 2}mt=0t da cui si trae ed Y=^X. Ritornando agir 

assi primitivi la retta (y— -{x—u) essendo bisecata dal dia* 

metro ya=sf|. qualunque «, esprime una corda qualunque che gli 
corrisponde ed essendo parallela alla tangente in M, abbiamo il 
Teorema: che ìa tangente oBa parabola è para</e<a al »stema di 
eorde biMCcate dai diametro che pana per U eoo punto di langenxa. 

CoaoiXAMO IV. L* angolo eompnto fra due tangenti tpudunquo 
eguaglia la metà ddt angoh compreso fra i raggi foettori dei loro 
punti di eonfofto. 

Stano MN , M'N' le due langcnli , M , designando i punti 
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di eontallo, con N,N' quelli in coi tagliano l* asae^ P il loro punto 
di interseiione, AA' Tasse ed F il fiioco, abbiamo 

rNM=tMFA'. FN'M'=?M'FA'. ed NPiV=M'N'F— MXF 

ss m 

=r^^M F A— MFA' aU FM. 

PaoiLiuiA 11. Atendo la parabota riferita aWom ed al vertice 
|l*=s4]Mr, tra^àrmurla prendaido per mmi atti im suo diametro 
qualunque e la tangenle nel ponto (a>^,y^) in ew questo taglia la 
curva. 

In prima si trasportino parallelainenle gli assi nella nuova 

origine ( y^ ). Le formule di trasformazione essendo t/=Y'-|-//,, 
/r=X'-|-£P, , in cui fra ap, , sussiste la relazione y^—ìpx^, la 
e(|urizione (1) diviene 

Bitenendo invnrinin In posizione del nuovo asse delle X', sì 
prenda per asse delle Y' la t.uìgenle alla curva nella origine; 
perciò indicando con 0 V angolo che gli assi delle Y e delle X 
comprendono jier le formule di trasformatione , X'=:X-|-Teos0, 
Y'=sYsen9, abbiamo 

Y'scn* 6-|-2Y(yj«€n$—2/) cosò}— 4fX=0, ovvero \Wó— 4;>X=:0, 
avendo luogo la condizione 

2p 

Posto 

(3) p'=^,. .». 
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requasione irAsformata ddia parabola è 

(6) Y»=ijOL 

CoBOUAiio I. La quantità ij^ è nomioata il parametro che 
eorrùfonde al diamHro y=y^ , e dalla espreasione (3) si può de- 
durre il Teorema: tY paramelro rdaHvo ad m dìameCro quaiwique 
tìa al parametro principale, inversammte come U quadrato del seno 

dell'angolo che le ordinate o corde formano coll'asse sta ad uno. 

Corollario II. L'e(]uaziune della tangente, il cui punto di con- 
iano è 0}' y\ alla parabola data dall'equazione (6) è 

Corollario III. Considerando ia tangente e la Dormale alla para* 
boia [i) nel punto (a7|t/^), abbiamo 

(7) S„=2p. S,=Slx^ ed S.-f S,=2(i)-r^t)=2/>'; 

quindi la portUme dell'asse compresa fra la tangerUe e ìa normah 
eguaglia il semi-parametro relativo al diametro che pa&^a per ti 
punto di contatto. 

74. Teorema. La retta che unisce il fuoco della parabola (1) al 

punto d'intersezione di due tangenti qualunque biseca Santolo (armato 
dai raggi vettori condotti ai loro punti di contatto. 

Essendo il punto di contatto di una tangente, 

lì'{a}'\y") quello dell'altra, {oc^y^)P il loro punto d'intersezione, 
eùuio ^1 f\ f 1 raggi vettori FP, FM, FM' e 0, ^, 6" gli aogdi che 
reapettivamenle lòrmano coir aste, abbiamo 

ed 
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c«^^-^Ll£», cas(0''-«)=:'LLfi e quindi 

il che en da' dimostrare. 

CoiMLAiio I. Se raogolo MW è aguale a f AO^ la corda MM' 
fnisa par il ftiooo, e Ta^gob MPM' è rellov come parimeBlc è fel- 
lo rartgdio M^. 

Incltfò le tangenti PM, PM' si tagliano «alla direttrice. Le eon-* 
difioni affinchè le due tangenti condotte per il punto ( ac^, y^ ) ed 
espresse dalla equazione (3) n." 72 siano scambievolmente perpen- 
dicolari è 4f(pTa'i)==0 ovvero — p : quindi P giace sulla di- 
rettrice. 

CoaoLualo If. Se w.a tangente qualunque alla parabola incoit- 
irà due ìmgdnti fisse PMT , PMT nei punti N, N' l'angolo NFN' è 
iupptènuiUìUiò deltangoto MPf comjirrjQ fifa h dm tangenti /Itie. 

tnbttS abbiaiDo 

MPT' =^.MFM', ed evidentemente I!fni'«t|JIIFM'^=MWa«80»— MPW. 

GoftOLUKio II. La circonferema eircotcritta al triangolo formalo 
4a tre tengenti qualmgue ad una farabola pana per il fuoco. 

Infatui la circonferenza delenuiuata dai tre punti N,P»N' deve 
gmaare pér F perebè gli aegoli NPI^, NFN' sono supplementari. 



BIrlodi per ilesrrlvere In Paral»*lii e per trlie«l*rne 

le iRiifenti. 

75. pRr>BLBMA I. Dato il fMco e la direttrice di ma parabola 

descriverla per punti' 

Metodo I. Sia DD' la direllrice ed F il fuoco, la perpendico- 
lare FA abbassala da F sopra 
DD' è l'asse della curva ed il 
punto V che biseca il segmento 
FA ne è il vertice. Da un punto 
qualunque P dell' asse si elev i 
una parallela indeBoita a DD', 
e ponendo il centro in F e con 
un raggio eguale alla distanza 
PA del punto P dal'a direttrice 
si descriva un arco di circoofe 
renza, i punti M, M' in cui que- 
sto taglia la PM appartengono alla curva. Infatti per essi abbiamo 
FM=PA:^MN ; ed FM'=PA=M'N'. 

Metodo II. Siano V il vertice della parabola, VV l asse, F il 

funco, DD' la direttrice, e 2FE 
il parametro della parabola: pre 
so sopra 1* asse un punto qua- 
lunque P, e il segmento 
VH=2FE, si elevi in V una 
perpendicolare indefinita VT al- 
l' asse , e da P una parallela RP 
a questa, e quindi sopra PH 
come diametro si descriva una 
circonferenza la quale tagli la 
VT nei punti N, N'. Le rette 
da questi condotte parallelamente all' asse incontrano la Pl\ nei 
punti M, M' che appartengono alla curva. 
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Problema li. Dalo H fuoco e la diretlrìco di una parabola de- 
criverla per moto continuo 

Siano DO' la diretlricc ed F il fuoco, e sia da tracciare un 

arco di parabola compreso fra (jui'sU» 
ed una stia parallela LN: presa 
una squadra A B C di cui uno dei 
caleli AC abbia una lunghezza egua- 
le alla distanza V'E che intercede fra 
le parallele LN e DD', ed un tilo 
della slessa lunghezza V'E che ab- 
bia una delle sue cslrernità fissa nel 
fuoco F e l'altra nel vertice G della 
siiuadra, ipiesta si facc e per il suo 
cateto AB scorrere lungo una riga 
disposta sulla direttrice- Uno stile il 
quale durante il movimento della stjuadra tiene il filo leso ed ap- 
poggialo sul cateto AC descrive la curva. Infatti essendo MF-|-MC=AC, 
abbiamo MF=MA. 

Problema IH. Dato un diametro della parabola , i7 parametro 
a questo relativo , e la tangente nella sua estremità , descrivere la 
curva. 

Siano TNN' il diametro, ip' il paranielro, RTTMa tangente e 
T il punto di contatto, si tracci la parabola che abbia per asse 
il diametro NN', per parametro principale -ip , ed il vertice in T, 
quindi se ne inclinino le ordinate dell'angolo dato RTN' conser- 
vando invariata la loro lunghezza, la curva che in questo modo n 
descrive è la parabola richiesta. 

Corollario. Determinare il fuoco e la direttrice di tale para- 
bola. Si conduca in T la retta TK la quale formi colla data tan- 
gente r angolo TTK=RTN , e su di essa si prenda un segmento 
TF eguale a p', il punto F ò il fuoco: sul prolungamento di TN' 
da T si prenda la lunghezza TN'=TF, a da N' si elevi lu perpen- 
dicolare ED' al diametro NTN', questa è la direttrice. 




PfiOBLEMA IV. Date due langenli ed i loro putUi di eonlaUo de- 
scrivere la parabola per punti 

Siano PM , PM' le due Ungenti , M ed M' i loro punti di 

contatto, MM' la corda che li 
congiunge e sia P il loro punto 
(l'intersezione: congiunto il pun- 
to di mezzo Q di MM' con P 
mediante la PQ , da V punto 
di mezzo di PQ si conduca una 
parallela alla corda MM', questa 
è una terza tangente alla parabo- 
la il cui punto di tangenza è V. 
Combinandola successivamente 
con ciascuna delle tangenti date 
«li determinano due altre tangenti coi loro punti di contatto e così si 
hanno tanti punti della curva quanti sono necessari per descriverla. 

Lemma. Le tre perpendicolari del triangolo formato da tre tan- 
genti alla parabola s' intersecano sulle direttrice. 
Essendo 




yy^—tp{x-{x^)=0, yt/ — 2p(aj4-xj=0. yy^-M^ <^^=^ 

le equazioni delle tangenti, le perpendicolari del triangolo da esse 
costituito sono rappresentate dalle 

^pyii^-i-pì—yiy^z+^p'y—^Ayi-hf.-^-vù—^ 

le quali sono soddisfatte dalle coordinate: 

aj- P^ 8p' ' 2 



che denotano un punto giacente sulla direttrice. 
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pRCBLRXA V. Dole quattro rette costruire la parabola ad eue 
tangente. 

Indicato con A, B. C, 0 le rette date , con a« 6, e; a, e, d; b,9,g; 
e»d,y i puQli d'intersezione di cinscuna di esse colle Ire rima* 
Denti, ai triangoli «Ae, edg^ oed. ai- cirooacrirano circonferenze^ 
e in essi ai determinino i punti 6|, G,, G,, G^ secondo cui re- 
• spettivameole sì tagliano l.e loro aheue: te quattro circonferen- 
xe passano per un unico punto A fuoco della parabola richiesta, é 
tali punti giacciono tutti sopra una medesima retta cfae ne è la 
direttrice. Quindi si descrive la Parabola , avente il fuoco in f é 
la retta G,G^ per direttrice col metodo esposto nel Problema I. 

PaoBLKMA VI, Condurre la tangente in xm punto M di una po-* 
rotola Hi cui sono dati il fuoco e la direttrice. 

Metodo I K^isenHo F il fuo- 



^^^■y^^^H^^^^^^I Condotte da 

^mP^^B^WmiP^Wi^i^^ la per |it'nrficolare NMN' sulla 
direttrice DlV, ( N ponto in coi la taglia )« e la «longiungente NF, 

la normale TMT' su (jiicsla abbassata da M è la tangente. 



nella sua estremila P. Essei)Hn N il piede (leUVnlinal.i n IM*' con- 
dotta da M parallelamente alla langenie RR', preso sul diametro il 
segmento PT=PN, la retta MT è la tangente 

CoaoLMaio II. Condurre (a wormale m vn jpnmto .M della pa- 
rabola di evi tono daU il fuoco e la direltrite. Condotto da M il 




( o, DI)' la diietliieu. VV l'asse 
V il vertice della parabola , P 
il piede della ordinata di M, 
pi-eao suir asse il segmento VI 
asVP, la retta lUW è la di- 
mandata tangente ( n* 78 Pro- 
blema I. Corollario I ). 



Corollario I. Condurre la tauijente ni un punfo M ili utia pa- 
rabola della quale srmo dah un dtninetrn PP' e In fun'jente FR' 




mole è la bisellrice dell'angolo FMN'. 

Problema VII, Condurre le langenli da *m ptmto estemo allei 
parabola della quale sono dati il fuoco e la direttrice. 

Essendo DD ' la direllricc. F 
il fuoco , V il vertice, EVV l'as- 
se della parabola , P il punto 
dato, ponendo in P il centro 
con raggio PF si descriva l'arco 
di circonferenza NFN' il quale 
seghi la DD' nei punti N,N', le 
per|)endicolari nbbassate da P 
sulle corde F.N.FN'sono langen- 
li alla curva. 

Infatti indicando con M il punto in cui una di osse Pi taglia 
la curva e condolle le KM, .MN . fili nrigoli KMP, P.WN resultano 
opuali e quindi la PI l.inLUMilc. 

Problkma Vili. Cuinlurrr piirullclu^nrnle con una data retta 

■ le tangenti ad ma parcdìola del- 
la quale sono dati il fuoco e 
la direttrice. 
Essendo F il fuoco, DD' l£i 
direttrice della parabola, RS la 
retta data, condotto a questa la 
perpendicolare FN', e nel pun- 
to di mezzo m di FN, ( N pun- 
to in cui essa taglia la DD'} la 
perpendicolare »nMT, questa re- 
sulta la tangente dimandata. 

IV. SIMIMTLDl.VE DELLE CI K\ E DI SECONDO ORD|N6 

7C. I.EiiUA Se due poliffoni sono simili, le rette congiungenli i 
l(ro vertici omolotjhi pausano per il medesimo punto. 

I due po'igoni simili A3CDRF.., abcd^... denolan lo f olla sle8- 
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M lettera ì vertici degli angoli eguali e eoa «1:11 il rep|iorlo cor 
«tante dei bti daaoo le 

AB:ab:: BD:be::CD:ecl::DE:^::EF:e^::...::m:ti 

Ma chiamato 0 il punto d' intersezione delle rette Aa, B6; O' quel 
lo delle rette B6, Ce; 0" quello delle rette Ce, Dd, «. dai Iriangoli 
•imili ABO, 116O; UGO', beO\ CDO", edO'\ ... « traggono imnie* 
diatasDeotB le relàzioni 

m__AO^BO m_BO'__CO' m_CQ'^__ DO'^ 
n ttO 60* n ' n cO" dU" 

laonde i punti 0, O', 0", . . . coincidono in un solo 

Corollario I. Da UQ punto qualunque P condotte le rette 
PA, PB, PC, PD; . ai vertici del poligono ABCDeF... , e pre- 
so p io modo che giaccia sulla retta OP e sia omologo a P, (la 
retta ap retnlii parallela ad AP ), pei triangoli simili ABP, abp; 
BCP, òep; . .. reaaltano le relazioni: 

un:»:: AP:a|>::BP:ip::CP:ep . . . 

CoBOLLARio II. Se il punto d" intersezione delle rette 0 roggi 
vettori Aa, B6. Ce, ... è esterno relativamente a due poligoni 
fuesfo' urna detti tùnili e similmente posti ed il punto 0 è chia' 
malo eeniro effemo di umUitudine. 

Se il ponto io coi concorrono i raggi vettori Ao» B6, è com- 
preso frai doe poligooi, qoesti sono chiamati inoerum^nle simili 
ed il ponto 0 cmAno tfitemo dt ùmìHtisiinM, . 

77. Due Uim quahaique dieonà ' simili e similmente poste se 
t raggi veUm eondoUi alto prima da m pmm 0 sono prqpome- 
mli ai raggi con quelli paraMU e nàUa stessa diremoM UraU atta 
seconda linea da un altro punto Qf. Bsu dietmsi simili ed inversa-* 
mente poste se t raggi tenori tirati da 0 alla prima sono pro- 
poTiionali ai raggi paraleUi e in oppo^a diresione che da 0' vanno 
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all' altra curva. Indioando con k il rapporto coAlanfe di due ngr 

gi omologhi il suo valore è compreso fra 0 e -l-* per la simi- 
litudine dirPllo, e fra 0 e — c/: per la similitudine inversa. 

Problema I. Avendo i equazione generale delle linee di secondo 
ordine 

(1) /'^,y)=A.y* ,-B-r«/ rC«*fDy+-E»+F=0 

deierminarB ^wUa dtUe curve rimiti con ef e e fMte. iimUmwle 
ài mvertameale. 

lodìcando- con 0 il centro di siiniKtodiiie delle prime , preso 

per origine degli assi coordinati, con (V {ws=a, t/=b) il centro di 
similitudine delle altre con M(x,y) e M'(X,Y) due punii respettive- 
roente omologhi , con k un numero (qualunque , dalla definizione 
della simililudine si deduce: 

Laonde reqoaiioiie delle curve simili e similmente od inver- 
samente poste ha la forma f(^k{\—a) , A:(Y— 6)^=0 , ovvero 

(2) i>ix^)==k\Ay'-t-ha}ti'Cai*h-lif'y{ ~ka, —kb)^kf,{—ka, —kb) 

Corollario I. Determinùre le «ndùiont affinchè le due etffiM di 

secondo grado: l{x,y]—Q 

(3) f^{x,y)=ax*-{-bxy-\-ea^-\'dy-\-ea)-\-ps:Q 

riatto rinriH • riwritmmde «d wwr wM m tf foita. 

Dovendo le «qoMìoBÌ (S), (S) MMre idooMqb» «uttNBtpoo !• 
cinque equetioni di OQMliiioiie: 

7=6 -e"- ~ kd " — kt - n 
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Mediante le uititne tre li deler 

sempre leali ; quindi le condizioni che debbono aver luogo sono 
a b c 

CoROLLAnio II. Denotando con A il rapporto costante delie quan- 
tità A,a; B,6; C,c immediatamente abbiamo ^ 

M=4AC— B'=A»(4ae— 6*)=A'm 
quindi, n* 54 ^ per It eipreieione 

ne derivano le . 

Da queste (brmule si ricavano i Teoremi 

L Due «umt di teeomio ordine sono timtK e stmiimenfa od «i- 
«enamoile ]m»1« fuomio Aoimo i eocyfleienft de» lanmiii di aetùndo 
gnd» mth variahUi tguoH o dioem «pjp pfr m f^dtm 

II. Dua paralMe simUi e tmUmmle od imoenum^rtfe joffe /iofi- 
fio ^ aisi paralleli, n'. 48* hanno proportionaH e il parai^e/TQ pfifh 
etjNi/e e i parametri relativi a diametri paralleli n* 53. 

IH. Due ellissi od iperbole simili e similmente od inversamente 
poste hanno gli assi proporzionali, e parimente proporzionali i dia- 
metri conjugaU paralleli , n.° 50 : hanno pure paralleU gli atym- 
ptolù 

CoiiLLAi» 111. Qnesii Teorenii ti ottengono immediatamente 
prendendo la ^mooe dellii priaia cpnra e riferita al cen|ro .ed 
agli assi ovvero al verlìoe iod air asse. 

Duo fguro fono rimiU mè non «iMiieiilt oi v mmmen h po<t 
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ite w i raggi vtUon omologhi fwrmam fnt hro m wgoh totUmU. 
HmxMk II Ikttìrmimsre la candMone aHùuhè Ib ém cune di 

ucondo ordinai 

A|«+BflV+Ca^+Dy-l-E»-}-F=0, aj/'+6apy+ca«+d!/-Ha?-|-/'=0 

sùmo nmili ma non ùmilmente poste, gli assi coordinali compren" 
émido r angolo qMhmque 0. 

È evideDte che se una delle due figure ruota deir angolo co- 
alante cfaituD dai raggi vettori omologhi» essa diviene simile e si- 
niliiieiile poeU relativameote alb seoonda, e quindi haoiio luogo 

, B»— 4AC, 

la condizioni A':a=B': 6=C':c=A. Ma le quantità 

A-f-C — Beose rimangono invariabili per tale rotasione; pertanto 

dobbiamo avere le condizioni 

B^4AC=A"(«*— 4<ie) . A+C— Beo» e=A(a+c--* coi 9) 

nelle quali A è una coataote arbitraria. Eliminandola si ottiene per 
la rìcfaieata oondiaioiie 

GoioLLABio. Le due curve di secondo grado se sono parabole, 
ed iperbole equilatere sono simili, la condizione (t) divenendo in 
ambedue i casi una identità. 



ntaPlUTA' ABHDNICHB BD Alff ABMOMICBB DtlXB CUBVE 
n 8EC0HD0 OUHNB. 

78. IkUi quattro punti a, b, c, d situaU in litiea retta il rap- 

ac 

porto dell» duUme di uno di questi a a tfiw altri e, d, ^ ib'nso 
par il r0tf9rt$ ddU dtttaioe dal quarto punto b ai taedesimi punti 
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be 

C d, ^ nùminati fonsione o rapporto «narmonico dei quattro punii. 

Quando qtiesh egua^ia —-1 prende il nome di rapporto armonico. 

U aegno del rapporto anarmooico ai determina applicando al 
aegraetiif ohe lo coatitaiacono la regola geoerale dei segni 

DaU f/uattn rette A« B, C« D polle i» mr merfeitmo ptano e 

. , . , ^ , f«n(A,C).im(B,a 

che passato per lo stesso punto O, la espressione — ' : ^ ' 

feii(A,D) S0ft[o,D) 

frai tem di quattro dei tei angoli che comprendono due a due, ne* 
minasi fanzione o rapporto anarmooico delle quattro rette. Se que- 
sto eguaglia — 1, dleiefie il rapporto armODÌOO. 

Se ii fascio defle quattro rette A, B, C, D concorrenti in O 
è taglialo da una trasversale qualunque nei punii a, 6, r, d, dai 
triangoli che ne resultano iaimedialanienle si trae 

» n(A.C) a«i(BX)_ac he 
mi A,D; spn(B,DÌ"d M 

dimodoché al rapporto anarmonioo dalle quattro rette ai può eoa- 
atituire quello dei quattro ponti aeooodo cui esae aono tagliate dalla 
traaveraale 

PaoaLBMA l. Determinare la eomlisione neeettaria e nfeUerda 
afflnehè U quattro l'elio OA, OD, OB, OC, formino un rapporto anar- 
monico A. 

Rapprc5cnlando con 

U=sAy4-B»+-C=0, U,^A^+B,aj+C,=rO 

le equazioni di due rette qualunque OL, OM fisse e coooorrenti 
in 0 e che comprtodano Fangolo 0 l' equazioni delle rette OA, 
OB^ OC, OD aono, d.* 96, 

U-/).U,=0. U-p,U,=0, U-<),U,=0. U-/.^U,=0. 

senAOC aenBOC , 
La eapreaaiooe ^^^qD * lènBOD * ^0^=COL-tAOL 



j60 

BOC--=COL -130L. A0D=1)()L— AOL, ROD^DOL— BOL 
diviene 

t 

^^lynCOLfosA^ )\.—cmVÀ)\jien\()L\\sen\Y )Lros\M )L— cosDOLsenBOl.) 
■"(«enDOLcaiAUL— coiDOUwUOl. ;«eiiC(;Lctt*BUL~co«COLsCT*BOL) 

ovvero 

'''(toM^DOL^/an^AOUCtati^COL-^nj^BoLV 

M.i riguard;u)Uo le relte lìsi»» OL, OM come gii assi coordinali 
ai quali le reUe dale sono riferite abbiamo 

per con^egiuMixa la picccJente espressione del rapporlo anariuuni- 
co SI trasforma nella 

CoBOLuiio. I> Se , f|=ae , le rette <?be forinaiio il .faieio 
dato sono rappresentate da U — f,U|=:0, U— f,U^=0, U=0, U^=0 
ed hanno per rapporto enarmonico 

ConoLi AKio Se A= — 1, le quallro relle formano ua fascio ar- 
monico; in «lueslo caso la (4) si cambia nella 

e la (2) nella 



Digitized by Google 



18« 

rette G, D sono delle eon/v^ole iirmmiUh§ dtlU nlt» A, B. 
Se Ire nsfeim* di due punti che ti tùrrùiponim> o fono eof^V 
^i, jMMfi fopra Mia retto, ^oclono 4c//a })rof)nel& eAe ^Cln> ili tm 
preti lyei (Te tUUmi tMtùm U loro rapporto anarmonieo eguato a 
tptettù dei qoùUro pmU ohe ffti aono eoi^ugaA, dicof^i fiumare una 
|nvolusioiie. 

Sei fette eoadolte da un medeàmo ptmio e eonjugate due a 
due tono in inyAtuzione c perciò formano un fateio in invt^umone te 

quattro di esse prese in tre coppie hanno il rapporto anarmonieo 
eguale a quello delle quattro rette che le sono eonjugate. lì eviden- 
le come un tal fascio sia tagliato da una trasversale qualunque 
in 6.CÌ punii in involuzione. 

Prohlbma II. Determinare la condizione affinchè le rette OA, OB, 
fJC, OD; OHt Oi\ eonjugate due a due fo mino un fascio in inwUusione. 

Rappresentando pan 

\p rette datef per djefinisione, il rapporlp anarmonieo delle 

t-i»,U,==0. U-^,U,=0, lj-T,U,=0. U--/P,U,=0 
dovendo eguagliare quello delle loro eonjugate 

u-Mi.=o. u-^.u..^o, u-x.u,=o. ìì-^ffi,^ 

pi ottiene per esprimere la involuzione la 

(5) , ovirero b 

CoaoLURio Se P|=0, ^,=<», la (ft) si riduce a {^)T^1^^ — ^P|ft=0. 
TsoREifA I. Data una curva di teeondo ordine e qtiaUra 
fmti fissi preti Mo panmclro U rapporta anamonieo del fascio 
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che ha il iuo centro sulla curva ed ha per raggi le corde che Ìo 
utMCOm eoi punii fissi è coslanle. 

Siano A, B, C, D i punii fiMÌ, «,=0, m,=0, u,u=0 le 
aqaaEÌooi delle rclle AH, AC, BC, e perciò le — u^n^=0, 
i^H^*-r-ii^,*3EsO ( io cui u^, esprimono i resultali ddh so- 

■Utuiione in w^, delle coordinale di D ) quelle Ui BD, CO, 
le curve di secondo ordine circoscrille al quadrilatero dato aono 

r^tpreaentate da ujO— ^ ««(«SS*— 
A eaaendo una costante arbitraria. 

Le. rette che congiuogono ì p«oU Gasi con un punto Q della 
eurva aono espresse per 

ii^fli— M,y=sO. u^y—v^—O, ufi — «|«=0i, 

poicllè addizionatele dopo avere (nolliplicilo la prima per M,^ In 
aeoonda per u,*, la terza per e 1" ultima per 1 si olliene una 
somma identicamente nulla 

Considerando ora il fascio che lia il suo renlro nel punto fisso 
il e per faggi le ratte ohe da queMo vanno reapctUvamenie ai 
ponti ove i raggi del Tascio in 0 tagliano la traaversale BC, 
tigBO, lascio clie ha il medesimo rapporto snarmofiico del primo, 
ai ottengono le 

w^— «,«==0, li =0, •*4(«,V-«,*^')-w.KV— 

por conseguenza il loro rapporto anarmonico è espresso da 

::=zk. in quanto cbk onde if punto 0 sia sulta curva 

... — * 

deve aosaiatere la condizione — r^~,o- 

CoHOLLARio I. Siano A, B. C, D, ii, F i vertici di on wagooo 
inscritto in una curva di secondo grado, i fasci I-B, '"C, ED, EF 
AB, AC. AD, AF hanno i rapporti auarraonici eguali ; per la qunle 
proprietà aono detti oato^n^ct. Notando con d,f i punti io cui i 
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fha%\ BD, KF tagliano {a Irasrersale BC c con a, ò quelli io tai 
i rufsgì AF» AB segano la 0C« le serie dei quattro paoU Cd,f,Bi 
C, 6, a. D, la prima giacente sopra CB, f altra Au ÙC ìnnnó 
rapprli anamionìci eguali. Quindi preso il punto' 6 in coi s* in* 
^rsecano le rette AB, DB come orìgine, i due fasci OC,- Gd , G/| 
GB ; GC« Gfr, Go, GD sono oii)OgralìcÌ. Ma questi hanno tm rajggi 
A comune, GC, GdD, QfrB: dunque il quarto raggio delVuno"Ga si 
confonde nella medesima retta col quarto raggio deiraltro fascio G^ 
Laonde essendo a il punto d' intersezione dèlie rette AP, CD ed / 
(jiiello delle rette FE, BC si ottiene il Teorema di Pascal. In ogni 
esagono insrriUo in una curva di secotulo onlinp % lali opposti n la- 
ylittno in punti che giaccioìio sulla medfsitna retta. 
» jf^oROLLABio II. Avendo un quadi ilalero ABCD inscritto in una 
.curvd di SjecQrtdo grado ed una Irasverscite qualunque la quale ta- 
gli la curva nei punti a, a' , i hai opposti dei quadrilatero AB, 
CD in 6, 6' ed i rimanenti BC , DA in c, c' il rjBppprto anarmo- 
Pico del fascio Ba, Bò, Ea\ Bc paglia il rapporto enarmonico def 
(ascio De', Da, 06', Da' : e per conseguenza le due serie di punii 
^« a', 6, e; a, a\ e', b\ banoo il medesimo rapporto an8rmoiii<io 
^vero le tre coppie dì punti a, a'; 6, e; b' e' sono in involoiio? 
fiB, Quindi si ba il Teorema dì Disaboozi : AUorelfè quadtila- 
Uro è imenUo m tma etirea di fecondo gradò, uha traum^ale fM- 
fmujvé tagHa ta curva o h due coppie di tati opposti (h ire' eop-, 
pie di punti m tmKdusùone. 

Teoan* il. Avendó una curva di leeondo ordine insega in 
un qitadrifatero, ogni sua tangente taglia i lati di questo in quùt' 
prò punti il cui rapporto nnarmuniro è '•ostante. 

Denoiarj'to con L — 0, li,— 0 le cfjuazioni di due tangenti ad 
pna curva di ^.econdo ordine e con V=0 quella delia corda che 
pe congiunge i punti di tangenza, la equazione (t) U U^=V 
fBvidenlcnienle rappresenta la curva. 

hìollre la kk'U— (&-j-ifc')V-|-U,=0 , k, k' denotando due eov 
itMili MiMtìaris., essendo eoddigf{itta> dal doppio siAloM di eq«»* • 
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zioni kV—k'\=zO, U,— AV==:0 ; kV~k\'^0, V,—k'Ìf^O cirf- 
acono dei quali veriBcaodo la (4) rappresenta un punlo sulla cur- 
va, simboleggia una corda qualunque che per k=k' si tramula in 
una tangente il cui punto di contatto è U— VsO, l}^~^Ys^O. 
Le quattro tengati fiaee siano date dalle 

(t) l'I/— «/V-i-U.=Oi m*U— 2mVJ-Ù,=0, n*V—2ny-i-V=^{ 

a b tangente mobile da (3) ft*y^m4^L;=0. 
Eliminando V fra questa e ctaacuna delle (2) le resultanti 

(4) //f.U— U4=0, in/c.U— U^=0. nk.\}—[}^=0, pk.\}—U^—0. 

rappresentano le rette cbe congiungono i punti in cui la tan-* 
gente mobile (3) taglia ciascuna delle tangenti fisse (S) col punttf 
d^ intersezione delle rette U=0 , U,=0. Quindi il rapporto anat' 

raooico del fascio delle rette (4) 



non contenendo k è costante ed indipendente dalia posizione della 
tangente mobile: il chè dimostra il Teorema. 

CoBOiLAHio I. Essendo U— V=0 . U,— /V=:0; U— V=0, 
U,— mVrsO; U— V=:0. U,— i»V=0; U— V==0, U,— pV=0 i 
punti di contatto delle tangenti fisse, ed U— VaO, U^-^VssO 
quello della tangente mobile, le retta che questo congiungono con 
eiascano dei primi date dalle equazioni 

{k-l){kV-\)—{k-Vj{k\-{]^)=0 ; {k-m){kV-\]—{k-^){k\-V^)=ù 
(A-n)(*U-V)— (Jfc-t)(ifeV-UJ=:0 ; (M(*U-VM*-<)(*V-U,)=0, 

formano un fascio il cui rapporto anarmonico eguaglia la espres- 
sione (5). Laonde abbiamo il Teorema : Il rapporto anamumico re- 
telHw a quaUro umgtnti di ma cunta H secondo ordms egmgli^ 
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Quello relativo ai toro punii di cohUìUo 

Corollario II. Siano i lati di un esagono qua!uii(|iie circoscrit- 
to ad uoa curva di aecoodo ordioe rappreMntati dalle equazioni 

«ij*U-2injV -|-Uj=:0, 

in eui gli iodici eoo vengono -, ai lati opposti; i sud vertici tooe 
tspretm dalle 

U=0, U,-tm,V=0; U=Ò, U,.2IV==0; (i+i«)U-2V=0 , 
(/-|-m)tJ,-aimV==0 ; lJ.=0, iiiO-2V=:0; U,=0, /,U.2V=;0; 
(l,-|-m,)U-2V==0, (/,-rm,)U,-«l,m,V=0: 

è te diagonali che congiaùgono i vcrlici opposti hanno per equa- 
sioni : 

V(ìl, ( m-m,)+inm, ( )) U.(( m-m, )+( 

lIolliplicaBde la prima di queste per (M,), la seconda per (m-m^ 
rnltìma per -^1 ed addisionaiidole si ottiene una espressione iden- 
ticamente nulla. Laonde abbiamo il Teorema di BuAiicnos /n cgni 
emgwto eiretneritto ad una eurva di seeofido ordms te diagmaH eh9 

ne congiunijimo i vertici opposti s'intersecano in un medesimo punto. 

Trorkma IK. Se una trasversale condotta per il punto P taglia 
ìa data Curva di secondo ordine nei pnnti R,, R^ e la sua polare 
in R, t punii P,R;R^, R, formano un rapporto armonico. 

In&tU dalla relasiooe {n*56) , ^^à» 

' * /I M RRj RR. , u,n R.R 
pR-pRr""^FU-PR7 VHr^H.' K> r;F=-^- 



VI. rfi/KlM COMCUR 

79. Tf.orrmì !. La curva K oUmu'a scrtniifo un cono circolar* 
rello >nediaulc un jjiono S che ne tayli Inlle le ycneratrici è una 
ellisse. 

Ver l asse del cono si con- 
duca un piano nornmic ad S 
e si.ino W ce' la retln di lo- 
ro mlersezione , e VA,V A' le 
generjilrici secondo cui esso 
taglia il C-Olio. Nel piano AVA' 
trucriate le due circonferenzo 
tangenti alle relle A V, A A', VA' 
g'iinniagini che la fìt^ura risul- 
tante ruoli intorno all'asse OV: 
lali circonferenze generano due 
Efere tangenti alla superlìcie 
conica lungo i paralleli kb, h'a, e tangenti al piano $ in F,F'. 

Dal punto M della curva E si tirino le congiungenti MF, MF*, 
la MP perpendicolare ad AA', la generatrice VM t.mgcnte in (, f 
elle due sfere. Poi> hè le tangenti cha da un puniu vanno ad un» 
sfera sono eguali, abbiamo: 
MF=M^ MF'=M<': MF-|-MF'=<^'=u/;=rn'6' : ma 
«6=fcA-j-Aa=AF ,-AF'=2AF-f-FF' e fl7/=:2A'F'-f FF' e per con- 
seguenza AF— .VF' e<l MF i-MF'=A F'-f .VF'=A.V' relazione d^ 
rui si deduce essere la curva lì una etisse coi fuochi F, F' e 
coir asse maggiore AA'. 

1 piani dei paralleli incontrano la A.^' in c, e' per cui 
Xc=\'c. Infatti dai triangoli simili 6Ac, aAc'; cA'b\ a'A'c' si rir 
cavano le A6 : Ac :: Ao : \c\ A'a' : \'c' :: A'6' : A'c ovvero 
flbrcc'c: A6 -. Ac, n'//:cc':: A'a' : AV e per ab=a'b\ Aò^AF— A'F 
e=A'fl', la Ac^.Vc'. 

he perpendicolari ad A A' in f, c' contenute nel piano S sono 
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ic direlUici ddln Elli5ise. Sia Ili il dianiclro siroiiJo cui il parnl- 
lelo che pasàu per M taglia il piano AVA' e MP la rella in cui 
interseca S , le disianze di M dalle rette DC, D'C' sono misurala 
da Pc. Pe'. Da: Iriangoli Rimili AP/r, Ac6; A'PX', A'a'o' <ii ottengono 
le A/. : AP:: Ah: Ar, A'A' : A'P : : A'o' : W ovvero 6Ar; r P : : A6 : Ac, 
a'A':c'P:: A'a'iAc-' c per Aò=Mi:^MK, A-'a'=M('^Mr, ne deriva 
die Ir disl.iii/c di M 'In un fuoco, e da'la retta Cl> che gli cor- 
ri«pon fe hanno un rapporto costante, il che definisce te direttrici. 

Tt"RRM\ Il tnrvn P nllenula seroinlo un cnna rirco'nre retto 
ctììì fin ji nii.t S pnrnUcì'* tv! una ">'.i fjvn^'inhice è Hj (f p/ircMnìit. 
Per l'asse del cono s immagini cundutio un pi.i^iu norin.ile a 1 

S c siano cAP b retta di loro 
iiilprse/.inne e VA:, \k' le gene- 
iier.jirici in cui il cono è secMo, 
V/vod AP essendo in i]uesto ia*o 
paralleli. Inoltre nel piano k\k' 
SI descriva lina circonferenxa t m- 
! <'nlr ;dle rette VA*. VA'. AP: qop. 
•^'.n lu riandò In figuri! iiilorno ul- 
I ;«S!ie VP L:en<*ra una sfiM a lan- 
ppfi'c alla siip4Mfi(Ìp conica lungo il parallelo bb' e t;«n?entp in K 
n \ S. Da un punto M della curva si conducono il pirallelo. ( kk', 
l'M cssfiido lo sfic itilersczioni coi piani k\fs' ed S ). la congiun- 
ficnle Ml\ la gcnoralrioe VM <'he tocca in t la sfera: infine in c 
ove |)assano 66', PA bclevi in S la normale cD. Il triangolo \kk' 
essendo isoscele ed AP paralh'la a VAr. abhinaio AP=AA' A6'=.Ar. 
inaMt='^IF=:6'A' e 6'A'=A/.' A6'=AP-|-Ac=Pf «cosicché si trova 
MF— Po: laonde la curva P r u;it parabola che ha in F il fuoco 
e la cD per d relliice. 

Teorema Ili, La curva I ottenuta sfrondo un cotto circolala rdto 
Con un piano S parallelo a due yan-ratt'ici è una iperhula. 

Secato il cono con un piano condotto per l'.isse perpcndic> l ire 
al piano S secondo k generatrici VA 6',V la' ed S in A' A, si de- 




Kcrivanf) tlue circonferenza langenli alle relle Va', VA, Aa': I9 
figura ruotaiiilo inlorno r.i>se OV esse ^l'nerano rluo circonferen- 
ze Umgenli alla superficie conica lungo i paruieli ah' bh, e tangenti 
ad S in F ed F'. 

Da un punto M il» I si tirino le con- 
giuiigeuli MF, .Mr' e la guijerati ite Mv ch^ 
tocca le due sforo in ( e abbiamo 
M/-::.MF, M('=:.MF' c W'=MF'— MF: ma 
«~a6'=a'6. e-l = A'6'— A'o=A'F 
— aT^AA' AF— A'F. a'6=AF'— AP 
AA'-|-a'F'- AF e |;t r conseguenza Ai' 
=AF e MF - .MF=aA'. Pertanto la cur- 
va I è una iprrbola avente F,F' per fuo- 
chi ed AA' piT asse Irasverso, 

Nei punti r.c' ove i piani dei paralleli 
tagliano A4' si elevino in S le norm ili rD, r'D': qnesle sono le 
direttrici della iperbola. La dimostr.izi mic ^ identica con quella 
Fvilnpp;ila nel Teorema 1. 



KlicrciBl. 

I. Determinare il luogo di un punio tale dio le due coppie 
rii lancenli condotte da esso a due date curve di st'condo ordine for- 
mino sompte un fascio armonico. 

II. Avendo un quadrilatero, circoscritto ad una cnrva di secondp 
ordine le due coppie di rette condolle da un medesimo punto ai suoi 
\ ertici opposti e le due tangenti condolle da es-^o alla curva, formano 
un fascio in involuzione. 



Ilf. La curve di secondo ordine circoscritte al medesimo quadri- 
latero incontrano una Irasvers.ile qualunque in un sistema di punti 
in involuzione. 
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CAPITOLO I. 



CONSlDSAAZlOlil GfiMBAALI 



1. Coordinate rettilinee. Adoperando il sistema immaginato da 
Cartesio la posizione di un punto nello spazio si determina riferen- 
dola a tre rette fisse, non situate nello stesso piano incorrenti in un 
unico punto od origine» Queste nominale assi coordinati possono ooa- 
fliderarsi come intersezioni di tre piani, parimente fini e dati ia ù- 
tiMxiooeb detti piani etwéimU, nei quali due a due esse sono eonte* 
nula Gli aflii ai des^^oaiio colle lettere ìb^ |^ s e il punte orignie 
ceOa fetteim 0^ ed i piani coordinali prendoBe nome da quelli ani 
per cui eooo coDdotti. Coni eaaendo 09, Oy^ Qs i tre eeri coordi- 
nalit i pieni die li corri epondone aeiio deaignati eoo «Oy ovvero 
wy, eeO» ovvero on; yOs od yt. 

Dal punto dato abbaaaete- eoi pièni eooRfinati tre retta respei^ 
tivamenie parallele agli assi per queste, se date in grandezza ed 
in direzione, la posizione del punto nello spazio è conjplulamenle 
definita. Per convenzione ammesso che il punto origine 0 divida 
ogni asse in due rami indefiniti opposti in direzione, uno dei qua- 
li si abbia come positivo, ( i segmenti contati su di esso da 0 
aiano espressi da numeri positivi ), l'altro come negativo, ( i se- 
gmenti presi su di esso da 0 aiano espressi da numeri negali* 
vi ), teli parallele si ritengono positive quando hanno direiiono 
oppoata eoo quèUa del ramo positivo detrasse a cui sono parallele, 
e liCgMive ae viobo nella stessa direiioiie. Bsee dette eoon^tMis dsl 
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punlo, sono indicale coi simboli jc,y,s ( usando la IcUera dell'asse 
corrispondente ), se indetcrminale , e con altre lettere a, 6, c se le 
BODO attribuiti noti valori. 

2. Osservando che i tre piani coordinali formano nell' origine 
otto angoli solidi triedri, per costruire un punlo allorché ne sono 
note le coordinale conviene, 1.' investigare in quale di tali angoli 
solidi è contenuto, 2.' tìssare in questo la sua posizione. Per la pri- 
ma ricerca servono i segni di cui sono affette le coordinale del 
punto, per l'altra la loro assoluta grandezza. 

Denotando con Oco', Oy', Oz' i rami negativi degli assi e per- 
ciò con 0x1/2, Ox'yz, Oxy% Oa>yz\ Oxy'z', Oxyz\ Ox'y'z, Ox'i/z' 
gli otto angoli solidi, i segni delle coordinate di un punto secondo 
che sta iti una di tali regioni per i principi già ammessi sono se- 
gnati nel seguente quadro: 
NvU'ongolo triedro Oxyz le coordinale sono 
. Ox'yz 



Oxy'z 
Ojyys' 
Oay'z' 
Ox'ifz' 
Oa/y'z 
Ox'y'z' 




. —<D, 42 

. +x, —y, -j-s 
. ~j-x, -(-y , —3 

• — — 3 

. ^x, — y, -\-z 

• — », — !/, — z 
Conoscendo la regione Oxyz 

in cui un punto M h situato , 
per determinarne la situazione 
con una geometrica costruzio- 
ne, preso sui tre assi Ox, 
Oy, O2 lunghezze Op, Oq, Or 
respettivamentc eguali alle date 
coordinale, si formi il paralle- 
lepipedo OPQR, che ha per 
(re costole adiacenti tali luo- 
|licz<r. il vcrlitt: M opposto ali origine 0 è il punto richiesto. 



1 
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lofotti (^r esso abbiamo MP=Or=s, MR— 0/)=y. fàQ=:Oq=ra>. 

Fertanio, noia la nitasiwiift di un punlo nello spazio, in gua- 
dami e dìranoie sono p a r ime i lc note le aie coordinale; inversa* 

^QI^MIlt^) ^BH^SIfeCl^^ cKllt^} ^B^^ IP^I^Itlbltfli cKi^^t^MniftlIfe^ttak Ip^^^PI^U^ICft^)^ 

I lirtwi di mà oooidiiMti nei qoali gli aiigoli eh» a diit a 
doe qiM«ti fornuao aono quahmqiie mgono cfaiamali aiatoim atH- 
fm m gé U ; quatti poi io eoi taU angrii aooo retti aono datti orlagH 
mIì 0 faHm^oiafi. 

Abbassali da un pùnto una perpaodicolare sopra un piano od 
un asse, il suo piede nominasi projesiene ortogonale del ponto sol 
piano 0 sull'asse dato. Le coordinate rettangolari di un punto, che 
sono le perpendicolari da esso tirate sui tre piani coordinati, egua- 
gliano e quella che projetta ortogonalmente il punto sovra uno di 
questi e le due coordinate della jirojezione ottenuta; eguagliano an- 
che i segmenti compresi sugli assi fra le prejezioni ortogonali dal i 
punto, e la origine, ed afTetti dal aupo ohe appartiaod al imm* 
dell'asse su cui sono oonlali* 

Pertanto indicate osa a, h, a» le oooidiaale di un pnlo, la 
aop paaisioiie viene esptessa daHe tra eqoarioui, us a^ya^sgcs; 
eoiiooM ad egei aistama di valori reali attriboitf alla quantità e. 

c, ooffìspande un ponto naOa apaiio ad invwBaina nl e par «gai 
punto dato ai ottengono par eiea partioalarì velari* 

▲llorcbè una dalle tre ciooidinate di un ponto è nuHa, eaao 
giace nel piano delle altre due ooordinate: per coitseguenza le tre 
equazioni cp=0, y==6, s=c rappresentano un punto del piano yz, 
le {u=^, </=:0, 2=c un punto del piano zaOf e le 09=0, y=ò,. 
xsO uno del piano ccy. 

Quando due delle tre coordinate di un punto sono nulle, esso 
giace suU' asse relativo alla rimanente coordinala ; perciò le equa- 
sioni 09=0, y=so, %=e convengono ad un punto suir|asse delle 
le msOt «c=0 ad nn punto suir aaae delle y. e le Ofsa^ 
ystd^ 9x^0 ad uno aott'aaae dalle a Infine rorigiae» eaaendo k in- 
teaaBiiane dai tre aaai, è eapraaaa da aptanaa, ||toaO,»s=sO. 



9. Coordinate polari. Altro modo di effettuare ia determiaft- 
zione di un panto nello ggmo di frequente usato è il sittema 
delle coordinato potani. in- quello lì ooneideei «i fimo UrtUm, 
ia osi giace nn mm ptikn vA qade è pieao tin paolo fleio^ pafe 
Blevala nel poto O aal piano direttore W aaa pvpeadieoh» 
Os, le eoonKnate polari ohe de&aiaeooo la ntnaiioaa del paolo M 
netto ipario eoao: 4.* la dtolania, OMar dal punto dal polov ( rof- 
gh wtfofv ), S.* rangole «Olfs^ ohe questo forma ootta perpendioo-. 
lare Os; 3.* Tangolo ranìlineo 4^ avente io'O il vertioa ebe miiii- 
ra l'angolo diedro compreso fra il piano verticale tiralo per il rag- 
gio vettore coH'altro che passa per lasse polare. Gli angoli d. ^j' 
possono variare, il primo da 0° a 360°, l'altro da 0" a 4 80'. 

4. Immaginiamo una superfìcie qualunque riferita al sistema 
di asM ortogonali Owy% preso ig uno dei piani coordinati, nel 
piano wy , un punto qualunque m, ( fpm g, yssò), questo può 
eaaere consideralo come la projezione sopra opy di ano o di più 
punti M della superficie , di modo jcbe elevando una poralleto aU 
Vaaae i aegmeoli di qoesto eùmpreei fra m e te eiiperfieto 
eoBO i Tatori di s eorriapoadeati ai ponti H. Farlaolov nota tiianip 
la anpeHtoie, ad ogni aiatooia. iodividae di valori attrìlMiili ala ira- 
riabili y oorrìspondono in generale ponti di queeto, e pei«i6 
deteminali vatorì di t; laonde % petoodo eaaere eepreara per oo^ y 
è una funsione di queste variabili la cui natara dipende da quella 
ddia superficie, funzione che deriva da una relazione sussistente 
frai punti m, M per cui, se costante, nolo m si deriva M ed in- 
versamente. Tale funzione, simboleggiala con z-=f{co,y) ovvero 
F(aj,y,z)=0 , indicando analiticamente la legge colla quale si suc- 
cedono i punti costituenti la superficie o una qualunque deUe pnK 
prietà che geometrioamente la definiaoono ai ehiania la mm sfoo- 
stone. 

Un piano paraHaia ad uno dei ptoii «lordiBali godnda dalla 
pveprìBlà d'avara per ogni eoo paato la amia eoeidiaata a tei pia- 
ne perpendiceiare è da qoeito proprieUi rap p ra ai ala toi CSsairMiBa- 
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esprime il piano peralelb a sy e da questo distante 
di ut kiDghezxa b, ( «b=0 indica poi il piatio sy ); y=b è uà 
pim pmMto a m eeadetto ad una dialMia k, ( yscO è il pie» 
0» 10 ) e nt è 00 plano, parallelo a o diUaita eia eaao di 
( *teO è il piano oy ). • 
Iha Urna arilo epoaio polndo aenpro OMere difiaila qoale ì«- 
tetwaene di dna date mpaifinie analiiicanieBla è wppwBBrtati dalla 
dna equaaani cfca a qnaite eomapondono le quali vaogiM dMaaaate 
afaai'ini dalla Itnaa. Sé ai projeMa ortogooataienle ogni ano ponto 
sopra un piano coordinato la linea in cui sono contenute tali pro- 
jezioni nominasi prc^esione della linea data, e poiché questa ha tre 
proiezioni , posta respetlivaraente nei piani ooy , xz, y% può consi- 
derarsi come intersezione di due qualunque dei tre cilindri retti 
che hanno quelle per base e per generatrice una retta parallela 
all'asse perpendicolare al piano coordinato di projeziooe. 

Una retta parallela ad uno degU assi coordinati è Tintersezio* 
no di due piani reapettifamente paralleli ai piani coordinati ohe 
lala aan contengono, e ponte daUo loro eqwiloni è pienamente 
detenninola. Goei te doe ofpiaiioni ogeso» y=è indicano ona ratta 
perateDa airaiae deUa a^ te (p=so» i=sa ona paraltete aU'aaee deUe 
y, a te y=ft, nna paraUeb alTaaao deOe a»: e te abb 
y=0; c»sO, *BsO; y=sO. «sO req[ietti?ameate gli ami Qa 
Oy, Oa» 



tetta aqualMal. 

8b Sia, date te equazione 

la qorfe aigaiflea tete ro l aii ane ftm te tee variabili «, y, s per eoi 
nna di eme pnè eeaora detetmlnala mediante te altee dna eka ri- 
lempre MkìIrariOr SI loppooga riaolote por a, o ai 



Digitized by Gopgle 



174 

deri la CMjuaz.one s=F(a?,y), nella fiuale ritenondo x,y per le va- 
riakUi indipendenti, la s è la funzione. Preso il Bistetna ortogonale 
di asai Otsys, e nei piano wy il punto m (0=0, y=p) 01 esa» m- 
tkin una retta paraltela all'asse delle z'Os, e da m si misuri m 
■questo una luogbena eguale alla quaniità F(a,^)-, il ponto M cbv' 
raKilla ha par ooowÌìmIb valori che aadJirfaao atfegnaiiaiie data (I). 
Praoodeado in annìl moda ai oUìobb ona. aorifrdi ptalà i qaaii ao- 
alkiiiaeoao osa 8iiper6eie poMiè aapm agii ooordioita pwUria al- 
raae daQa s ed ìoalnAa *hi un pwÉt m del pia«a oy ala on nw- • 
co poDio M. - 

Se raqotfiOM (1) dit per x più «lari 

{%) »=F>,y). »=sF>.y). *=F^a4f)^ . . , , 

essa rappreseola punti le cui coordinate soddisfano air equazioni (2), 
e quindi una a^perfeie eoitìtmta di fik faide. Sopra t'ordinata con- 
dotta da m paraltelameDia ad (h poasono giacere pifii ponti V, di 
cui dascuno in generate appartiene ad una loAi falda, 

I valori arbitrari « e ^ attriboili alle variabili ebe deft- 
ntoooDO n ponto m devono non solamente essere quantità reali, 
ma . dare inoltre per % valori reaU. Se questa condirione non ans- 
stste 0 se la (1) non è soddisfiitta ^a valori reati di (c, y, x, essa 
non ammette alcuna geometrica interpetrazionc. 

Se la (1) può decomporsi in altre equazioni distinte, le une 
dall'altre indipendenti, 0 se . 

/(w)===riKy.*)x/"/aj,y,3)x/iKy,2)x. . . =0, 

eaaa rappresenta tante distinte soperfieie date dalle eqnaiioni 

/Ì(W)=0; t(aaf,^=0, . . . 

Ogni equazione che solamente contenga due variabili rappre- 
aenta aempro una superficie, ma apparlemlA ad una partioaiara 
qmoie. Siano roquami 
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èsile quali li |ììom è lOddiibttB d« coppie di valori per a? e per 
}ft indipeBdeDlsiiHnle dalla %» te ateeoda da valori per <9 • per 
indipandartaiBepla dalla te taraa da valori per y e per s indi- 
pnfKtentamerte da Bar ritrovalo il loro ai^iifioalo geometrìoo. 
praao uo fialmi orlO0MMte di aaai, par /(oi^fjs^, nel pteao 
ai datofauiiiBO tatti i pasti ai ( i quali evidenteaMota ooatitoiaoo- 
no oa cnm ) lira te coi eoordioate m^y aaaaìata la rdaaioiw ai- 
gBìfleata da tale equazione; quindi n etevi da ono di questi m 
una parallela all'asse Oz, i punti dello spazio che in questa giaccio- 
no sono tali che hanno per projezione ortogonale sopra acy il punto 
ro , e perciò hanno con questo le medesime coordinate oo,y. Laon- 
de l etiuazione f[x,y)=0 rappresenta una tale superficie, nomioata 
superficie eUindrica, che è generata da una retta, generatrice \ te 
quate scorre parallelamente a se aleasa ed all' asse z lungo m» 
curva, direttrice , posta sul pimo aoy e che in questo ha per 
equaiiooe f(eo,y)=0, la aimil modo ai deduce che l'eqoaaioiie 
/(o^)=sO, rappresenta una auperflde cilindrica te cui gaDeralrice è 
parallete airaaaa Oy e te cui direttrice è la curva nel ptano mff 
dala daUa f(m^)=sO, e che l'equaiioBe f^)==0 rappceaenla pari- 
mente una auperfiote cilindrica te cui generatrice è paraltela al- 
raaae Oo;, e che ha per direttrice nel piano yx te curva /{y,sr)3sO. 

Ogni equazione algebrica che solo contenga una variabile rap- 
presenta un sistema di piani. Sia l'equazione /'(a7)=0 di grado m 
essendo essa soddisfatta da m valori reali od immaginari di x, de- 
signati eoo «I, a^, . . . , prende neoessiariameute la forma, 

/(»)=H(a?— (aj— «J (a— «j) . . . (a— «,)=0, 

e però ai «dada nelle m equazioni lineari 

<p=«j, x=st^, a;=Xy . . . 

deUe quaU. quatte aba coataagono «sa radice inmagioarte non han-» 
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no alciii» geometrica tigniflcaziono, mentre le altre rappreseotaDd 
un aittema di piani paralleii al piane coordinalo ay, il cui Domerò 
egaa^^à quello delle radid reiR di tale equasieiie. PiKiflieaie/(y)s=0, 
/(s)=^, convengono a piani reepelthramenle parallèli e aw, a ay. 

6. Dne equazioni che aimuUaneemeale ensteno fra Ire Tarlai ^ 
tiiU w, jf , s, ntppreaenlano vna curva I» quanto òhe ogni punte 
dello speiio le cui coordinste ad we wMUh M diove giacere ao- 
pra le due w perB efe che esse, prese isolatamente, significano, e 
perciò deve appartenere alla linea secondo cui s' intersecano. E sic- 
come delle date equazioni si derivano, insieme combinandole in 
vari modi, infiniti sistemi d'altre equazioni ad esse equivalenti , cosi 
la medesima linea dello spazio può essere anaUticamente espressa 
in molte forme diverse come geometricamente pu^ conaderani ge- 
nerata dalla interiezione di superficie svariatisiSme. 

Si abbié la Haea definito dalie equaMM 

(4) fNM^M), 

lira queste suocessivamentc eliminando una delle variabili, .c due a 
due iasieoM combinando. le resultanti ottenuto, 

?»iM=0, ?.,(a5,a)=0, 9,(y,«)=0, 

I antoBBM 

(*) ^(».»)===0, ^(aj,3)=0; 9»j(a?,y)=0, ?»,(y^)==0; ' 

equivalenli alle (I) esprìmono oon queste la medesima linea, la 
quale per tal modo può ritraersi quale intersezione di due super- 
ficie cilindriche rispettivaraeoto parallele a due dei tre assi coonfi- 
nali. XaU auperfide cilindriche neminanif eHìwM pro^eNoili to ert^ 
«a ani plani coordinati, e le loro direttrici ane pnje»M (n.* 4). 

Tre. equazioni simultaneamente eaialenti fra le tra coordinate 
variabili «, y, a; dando per queate un tomieio in generato deter* 



Digitized by Gopgle 



177 

minato di sistemi di valori atti a loddisfarle, esprimono punti del 
lo spazio non costituenti una linea, ne una superficie. 

Pr«Jesl«Bl. 

7. La projesioiie ortogonale ( o.* 4 ) ili una Unm topra una 
ftUa fMta oi am ovvero mpra m pirn» firn è la Unta tn ouì ^o- 
•i0fio le projeaM éi tuUi % tuoi punti; quindi la projefsùm H una 
reUa di detemùnala kmg^ena eguaglia ìa retta d» emgiunge le pro- 
iezioni dei suoi punti estremi. Allorché una o più linee insieme con- 
giunte cìnuiloTìo un area piana, laica compresa nella projezwtie dt 
UUi linee su di un piano fissò è delta la siiu projezione. 

TfiOtKiu L La projezUme ortogonale di una retta Umitata so- 
vra un aste eguaglia U prodotto della retta stessa per U eoteno del' 
rangob che essa /orma eott'osie. 

Abbassando dalle eslremità della luoghena data perpendico- 
lari suU*aaie, il segmento Irai piedi di queste compreso è la sua 
ortogonale projezione: e se uno dei ponti estremi della retto giaoe 
sull'asse, immediatamente resulta il Teorema enunciato josservando 
essere la projezione il cateto di un triangolo rettangolo la cui ipote- 
nusa è la retta data, e di cui Tangolo ad esso adjaoente è l' angolo 
d'inclinazione. Nel caso generale pei punti estremi A e B della 
retta sì conducano piani perpendicolari all' asse, e siano a e 6 i 
punti nei quali respettivamente lo seghino: da A sia tirata una 
retta parallela all' asse ab e sia prolungala fino in C , punto ove 
incontra il piano che passa per B. Le rette AC , ab sono paral- 
lele perchè normali ad un medesimo piano , e sono equali perchè 
comprese fra piani paralleli. Inoltre ricordando che l'angolo di due 
rette non contenute nel medesimo piano eguaglia 1' angolo com- 
preso fra una di esse ed una rette menato da un punto di questa 
parallelamente airaltra, è evidente essere r angelo BAC eguale 



in 

•ir^qgolt d'ittdiiiMioiK di AB Mvra TatM ab. Lioade abbiamo 

afrsACasAB.cMBAC. 

CoMOLLARio. 1. Avendo uno linea [loligonale ABCDE ed un asse 
LL^ e convenendo di misurare gli angoli di inclinazione di ogni 
tuo lato AB, BC, . . . EA sopra LL| UiUi nella medesima direzio- 
90, l« sua projezioDe abcde suir asse resulta «oavoita delle eiogo- 
le projezioDÌ ab, he, td, de^ dei lati , prese pi^tiye ,o oegative 
eepoqdo cbe apuli od ettuai aouo ^ aqgali 4Ì*inffteiìMÌPee 4sfae Jle 
fiocriqiQBdOQQ» ed h aeivpra ooopreee /rei pKDtì e pnifiùm 
dei inai iWoM •eabwaii A, ^. PerUttlo delle e^ue^ioiie 

<tess:ab-i-be-\-ed-{- de 

ai Irae il Teorema : la tomma algebrica delle projnUmi dti tali di 
una Uhm jtetigimak fumerìa te ivrojesume dette retta che ne ten- 
ace t jMMtf t eUremL 

GoeoiUBM) n. Sie le rette AB nello epasie ed i ire eaai or- 
legsoeU OoDys: eonduceodo de A Ire rette Aaf, Atf, e queell 
reapetl i t e m e a te peralMe, è evidente eome le prqietioni di AB eo- 
pni due eiai perdiefi 0», Aa/, od Oy, Aj^ ed Ox, Ai^ eiane egatli> 
Ferei6 elle proiezioni di AB eul aieleroa 0»zn/, possono venire ee- 
stituile quelle formate sul sistema Aa/y's'. Queste però coincidono 
colle costole concorrenti in A di un parallelepipìdo reltangolo aven- 
te AB per diagonale- Per conseguenza abbiamo che il quadralo 
delia retta AB è uguale alla somma dei quadrati delle tre sue pro- 
jtsioni sopra tre assi ortogonali. 

CoBOLLABio III. Designando con / la rolla data AB, con l^, fy, 
Ig le sue proiezioni sugli assi Ocd, Oy, 0% e con a, ^, 7 gli angoK 
ohe essa reapeUÌTemente forma con questi, abbiemo le relesioni 

(t) l^lcet», lysleo$^, ls=ie€9y^ 
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dtite quali iminediataiBciil* m CfM, 



♦7» 



(3) 4=seoi*a4-eM*^-f-eos'>'. 

Quindi la wmma dei quadrati dei coseni degl'angoli d'inclinazione 
di una retta su tre ossi coordinati ortogonali , ( nominati suoi coseni 
di direzione } eguaglia l' unità. 

TaoiiiiA 11. Avendo due rette nello spazio AB, LM fuoU fi- 
fsrite ad tm sistema ortogmaU di ossi coordinati abUam per m»- 
ni A Urniime, la prima tota, eos^, Mt^, taUra wa^^ «of^n 
en r ffigolo % the eomfrtndem è ^ctennùiofo daUa rs- 
lamim, 

(4) cof 6 = ^*<o*'>i+<M^cot^,-j-^9^ eoe 9^,. 

Conducendo dall'origine 0 del sistema le rette Ofl, Ol respel- 
livamente parallele alle rette date AB, LM, esse formano e fra loro 
e cogli assi angoli eguali a quelli che a queste corrispondono e 
perciò le possono essere sostituite. Preso sopra ciascuna di esse 
da 0 segmenti 06, Om eguali alla unità, 06=0m=1, e liralA 1* 
tìDDgiungenle 6m, dal triangolo che ne resuitn si trae 
èiNFss2 — %eosQ. Ma notaodo che bm è la retta la quale unisce i 
paoli estremi della linea poligonale Mofr, per le eoe pR)|etiooi Mi 
tre assi 00», Oy, Os- ai hanno io oeproMÌoni : 

« 

e perciò ne ronaegue: 

m6'=2— 2cotd=( ew * )*"H ^ )*+( yf'^ 7 )* 

Sviluppando] e riduceodo per la forraula (3) si olUene: 
COI 6=eof OL cos oif^os^ cos ^g-\-cos y eosy^. 
CoMUAMo. Elevando • quadralo ambo i iwbri ^11» ftr> 
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mab (4) e loUratndoli dalla unita, ai deduce 

fm'0=1 — (cof tt eot u^-\-eot^ eos jS,-|-fos y eo$ 
ovvero per la (3) . 

[ros tt eot et^-\-cos ^ cos ^^-{-cos y cos y^ ; 

laonde eseguite le indicate operazioni questa si trasforma nella for- 
mula cbe esfnrime il seno dèli* angolo dì due rette pei loro coseni 

di direzione, 

(5) sen'0=(co«^ cosy, — cos /3, rosy)' f-(<"osy cos«j — co%y^coioùf-\- 

(cos a. cos — cos jBcos « j'. 

8. Problema I. Essendo date le projesioni l^, ì, di una retta 
l sopra tre assi coordinati orlogonali Ozxy , ed ma retta fissa od 
asse LL, » cui coseni di direzione siano cosa., cos^, cos y, deter- 
minare la lunghezza /, i suoi coseni di direzione, cosà, cos/x, 
cosT, { X angolo d inclinazione sidiasse Ox, /x uUl'oise Oy, t sul- 
l'aue Os ) : 5.^ la tua projezione sull'asse LL^. 

Dalle formule (I), (2) immediatamente ai trae; 

Inoltrei indicalo con 6 Tangolo che le rette l e LL, insieme 
comprendono, abbiamo .- 

p=sl eot 0=/(eos « eùt A->|-«os fiectfiL -|-eot y eofir ) 
{i ) jt= IgCOt et-^l^cos ^Uco$ y. 

Donde, osservando essere l«eos«, lycos^, Igcosy, le proiezioni di 
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V tniraiae LL,, si deduce la proposiviiMie : che la projnUm 
di ma retta l sopra un' altra LL^ si ottiene determinando le sue pro- 
iezioni sopra tre assi ortoQonali e prendendo la somma delle proje- 
zioni di queste sulla seconda reità LL^. 

Problema II. Avendo due punti M(j',]i/jS,), M'(£p^i/jZJ riferiti ad 
un sistema ortogonale di assi Oxyz esprimerne la dilania ^ tu 
fmtiòne delle lòrò coordinate. 

Le coordinale di M, e di M' essendo le projezioni delle rette 
OM, OM' sugli assi, e S essendo la cnngiungenle dei punti estre- 
mi M, M' della linea poligonale MOM' evidentemente abbiamo 

ed in conseguenza 

(2) *==l/(a,.-a,J'+(y-y,)'+(»,-z.)l 

CoaoiUaio I. Indicato eon eoB», eo$^ etny i coseni di dire- 
lione di per la (8) le loro espressioni sono 

CoBOLLABio II. Dati nello spazio i punti A(a',i/j2,) , b{x^y^zj , 
^(^sy^S) ^f^^^ sistema ùrlogonale di assi, esprimere l'area 

À del (nongoto ABC di cui esii sono t vertici in funzione deUe 
loro eOOfdmole. 

Indicando con i due lati adiacenti AB, AC, eon 6 Tan- 
gaio compieso^ eoo oof«, eos/}, «os/; eosoi, eùifig, eos^, i loro 
coseni di direzione, per le (8) abbiamo, 

«os«^«,-^,):^. «of^=(y,— y,):^. coi y 

€01 «,=(a;,--a?,) : eos ^j=(ya— y.) : «J,, cos J^.^ts»— 2,) : ^, 



e per la (5) ii.' 7 



+((^,y.)-rKy3)+(^3yi))]='^''V- 

Ma l'area A h espressa da ^S^SS^seni perciò gosliluendo si ot- 
tiene 



9. Teorema. La projczione di una area piana sopra un piano 
fisso eijuaglia il jtrndotto dell' area medesima per ti coseno dell' an- 
golo reUilineo iì quale misura V angolo diedro formato dai due 
piani. 

la primo luogo consideriamo un triangolo ABC la cui base 

GB sia p^irailela al piano fìs- 
so; la sua proiezione abc è 
un triangolo in cui il lato a e 
è eguale e parallelo ad A B. 
Per il vertice B conriollo un 
piano perpendicolare a GB sia- 
no P . p i punti in cui sega 
GB, cby punti dei quali il se- 
condo è la proiezione del pri- 
mo , e che sono i piedi delle 
altezze dei due triangoli; nominalo d l'angolo che queste formano, 
abbiamo 




ABC=-.CB.AP, abc—\.bc.up, apf=.\P.cos 6, 
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e perciò a6c^-.CB.AP.cosfi,=ABC costì, 6 essendo langolo rei- 

lilineo corrispondente ai due piani ABC, abc. 

In secondo luogo avendo 
il triangolo ABC situato comun- 
<iue nello spazio , per uno dei 
suoi vertici A , sia menato un 
piano parallelo a (luello fisso 
MN, e sia AD la retta secondo 
cui taglia il piano del dato trian- 
golo, e sia D il punto in cui 
le rette CB , AD si ioiersecano. 
Le projezioni di una stessa area 
su piani paralleli essendo eguali , si projeltino i triangoli CAD , 
BAD, ABC sul piano ADfe, e nominolo ^ l angolo rettilineo dei pia- 
ni ABC, MN abbiaiTio 




cAD=CAD. cos fl, 6AD=BAD . cos 9 : 

e quindi 

(1) cA6=6AD— cAD=(BAD— CAD) cos O^ÀBC coi fl. 

Un poligono P potendo essere decomposto in triangoli, le cui 
projezioni formano la sua projezione p, dalla (1) si trae immedia- 
tamente p=P cos 0. Inoltre questa formula può essere estesa alle 
aree curvilinee , adoperando il metodo dei limiti , in quanto che 
possono essere considerate come limiti di poligoni in esse inscrit- 
ti 0 ad esse circoscritti. 

CoBOUARio I. Siccome l'angolo rettilineo di due piani eguaglia 
quello compreso da due rette a questi respettivamente perpendi- 
colari , così r area piana A normale alla retta la quale riferita al 
sistema ortogonale di assi 0 zxy è in direzione determinata dei coseni 
cosa, cos^y cosy, ha per angoli d' inclinazione sui piani coordinati 



18i 

yz, zx, xij respellivaaienlc gli angoli x, /s, y. Laonde , denotando 
€00 A|, Aj, le proiezioni di A sui piani sy, 071/, abbiamo 

(2) A,=Acoiai A^=Acos/3, A,=Aco<y 

ed inoltre per la (3) n* 7, 

W A-=A.«+A,«+A.l 

Balla quale si deduce il Teorema: U <ptadraÌo di una tana jiioiui 
è cfNflIe affai aotmiw dei qmimlU delle lue jm^tskm topra fra fiìa- 
NI aeamèieeolniefile perptnikolmt 

CoMUAUO n. IMemtfiare la «pretmme del volume di mui 
piramide triangolart m fimMiom deUè eoonldMie rettangolari i» 
$uoi vertici 

Siano a[x^y^z^), b{xjj^z^), c{iJO^y^z^\ d{x^y^z^) i quattro vertici 
della piramide V riferiti al sistema ortogonale di assi Oxyz: e 
designato con A T area del triangolo bcd preso per base della pi- 
ramide, con h la sua altezza o la perpeodicolare ap abbassala dal 

I 

verUoe a sul piano hed» abbiamo V=9^A.A Ma notando come k 

eia la projezione della costola ab sopra op e perciò eguagli la 
somma delle projezioni sopra ap delle tre projezioni di a 6 sugli 
assi, si ottiene la espressione: 

Però, Corollario I, l'angolo {h,x) eguaglia l'angolo che il piano della 
base A forma col j)iano cordinato zy , {h,y) quello di A con so?» 
(A,s) quello di A con xy. donde per le formule (2} i coseni di tali 
angoli sono espressi dalle 

co<(A^)=A^ : A, cQs[A4^)=Ay : A, coi(ik,»)=A» : A 

e quindi 
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(4) A- [(^',-^i)A, fd/t'-yJAH- (^,-^. A.j : A. 
SosliluenUo, per U volume della piramide» deriva la espressione 

(5) Y==i[(x,-aj,)A^+(y,-y.)A,4 (*rt)A,]. 



RIcordsiido essere ( pag. 55 ), 



^ H Vi 

s^ », 

1, <»^, «4 



la (5) si riduce nella 



(•) v 



* »«. «y. 



I V»4 



Vi 
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ÌO. L'origine e la direzione degli assi coordinali a cui la po- 
fiizioDe di un punto nello spazio è riferita essendo arbitrarie, e la 
soluzione dei particolari problemi riducendosi più sempiioe ed tele- 



si 
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g9Dle aoi^lieDdoIi ccmvenieotaiDeole è neoestario stabilire lé re- 
lazioni die devono aver luogo fra le coordinate di un roedeaimo 
ponto prea9 relativamente a due aiaiemi diversi d* aaai coordinati , 
mediante le' quali ai può all'uno l'altro sostituirà e ad una equa- 
sione attribaire forma diflbrenti. Il passaggio da un sistema ad un 
secondo, ambedue obliqulaogoli, si può effettuare, I.' cambiando uni- 
camente l'origine e mantenendo inalterata la direzione degli assi, 
IL' tenuta fissa l'origine variando la direzione degli assi. 

PfiOBLBMA I. Trasformare il sistema obliquiangolo d'assi Ozxy 
m altro che abbia in 0'{x=a, y=b, z~c) la origine e t nuovi assi 
O'Z, (yy, O'X respetUvamente paralleli ai primitivi Os, Oy, Ox. 

Preso un punto qualunque M dello spazio, ed indicato con x, 
y, 2 le sue coordinate nel primo sistema, con X, Y, Z quelle nel 
secondo, poiché le projeaioni di O'M su due assi paralleli sono 
eguali e aono espresse da OHra, X sopra Oao, O'X; y — 6, Y aopra 
Oy, OT; 2— e, Z aopra Ox, O'Z abbiamo 

(4) X=a— a, Y=y— 6, Z=«— c; ovvero ' •• 

(2) (»=X-|-a, y=Y-|-6, a=Z+c. 

Problema. II. Trasformare U nttema obliquangolo ^tuii 079y, 
tu altro OZYX parimenU obliquangolo ma ehé abbia col pneoimtt 
la medesima orifjine. 

Convenendo di rappresentare l'angolo chiuso da dae rette 
concorrenti, Ox, Oy, mediante il simbolo x,y composto delle lette- 
re che denotano ciascuna retta, la soluzione di questo problema 
a* ottiene facilmente adoperando le projeziooi ortogonali, metodo im- 
maginato da Fran^ais. 

Siano (<D,y,s)t (X,Y,Z) le coordinate di un punto M nello spa- 
xio prese e nel primitivo e nel nuovo aiatema: s'elevino in 0 aui 
piani coordinati a>y, %x, sy le perpendicolari ON', ON', ON, e so- 
pra cia8cun9 di queste si projettino le linee speazate »-f-y-|-s , 
3^-Y-f-Z che congiungono i punti M ed O. La loro projezioni ef- 
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felluale sulla medesima retta essendo equali , ed osservando che 
iU -angoli. (N». (N'.t/), (N» , (N'.s), (N,y). (N.z) sono retti, e. 
perciò i loro coseni sono nulli , immediatamente ai ottengono le 
equazioni di trasformazione : 

(3) scos(N',s)=Xco«(N',X)+Ycos(N*,Y)+Zco«(N',Z) proiettando sopra ON" 

t/cos(NVj=Xcos(N',X) Y cos;N',Y)-hZ cos(N',Z) • • ON' 
aFcoj(N^)=X«of(N.XH-Ycoi(riY)-|-Zco»{N.Z) . » ON 

Corollario I. Il primitivo sistema è ortogonale. Le normali 
ON', ON', ON coincidendo respctlivamentc coi primitivi assi delle 
z, delle y. delle a?, gli angoli (N'tj/), (N,(Z>) sono nulli: po- 

sto per brevità, 

eof(»,X)=a, fos(x,Y)=:6, cos{x,Z]^c; cos(T/,X)=a', cos(y,Y)=6', 
cos(y,Z)=c'; cos^z,\]=a\ cos;s,Y)=6\ co«(z^)=c" 

le formule (3) diveogono: 

(4) a=aX+6Y+eZ. ofera'X+t'Y+e'Z. »=a^+6^+c*2.' 

Poiché i I sistema Ozxy è ortogonale frai coseni di direzione a, a', 
a"; 6, 6', d"; e, e', e" dei nuovi a^aì haono luogo le relaikiDi: 

CoioiXAMO II. Jmòedlue t $ittmi toordinttU tono orto^aU, 
Avendo 

c«i(X.Y)=ra6-f-«V-|-aX eoi(X,Z):s<u4Ve'-|V</'. 
eoi(Y,Z)=6c-|-yc'-f-l>V. 

m 

okre le relaiìoni (5) ausatalono anche le tre tegueoli: 

(6) ab j-o'6'-fa"ò"=0, «c+aV^c"a"=0. òc-f 6'c'+.6"c"=0. 
Dimodoché fra i nove coseni di direzione dovendo aver luogo aei 
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ejjuazioni di coijjizionc, solamciile Ik; rrinangonu iiiJelermi'nnfr. 

Alle fonnule (•)', (fi) allre pos&ono sosliluirsi, in quaiilo clie* 
esséndo OZXY un sisUmia ortogonale, 1 primitivi assi e fortnano 
due 8. due angoli retti, e i loro coseni di direzione verificano con- 
ftiziont. sìmUi alle precedenti. Laonde abbiamo : 

(7) a« j- 6*-j-c«=4. a'*-\-b*]-c*=i, a"'+6"-fc* I 

(8) a'a''-|-6r-}Vc"=0, a^a-f fc^fr f-c"c=0, aa'+bb'+et/^^O. 

CoROLuai» ili. EiioMnando Y, Z fra le equazioni (4), si ot- 
tiene la 

da CUI SI deducono le 

a=<òt*):D, o'=a(6'c):D, i^=r(6e'):D. 

Sostituendo queste eìApreMiom nella prima dalle formule (5), ess» 
si trasforma «ella 

fa quale, aggiungendo e tngliendo ai seconda membro la qiMMH 
tilà frV-i-ò'V^-Lfc^c*. diviene, 

j-6* h6:*A«*-f «'' f «' V^^*' l-6'c'-f 6"c"/, 
ovvero per le (5; e ,G), 

(9) , o Il^d=f 
Per conseguernsa si hanno le formule. 

(10) tt=:i=(6'c"), a'==t:(6''c). 

In simile modo operando si determinano pure le seguenti; 
(VI) 6«=fc(c'a"}, b'=±z[c"a), 6"=d=(ca;> 
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(<2) c—zizia'b'), c'=±i{a"b), c"^=t:{ab^. 



Le relazioni (9), (10), (il) sono dovule a I^grange. 
li. Le formole di trasformazione n." 10 che si adoperano nel 
caso in cui ambedue i sistemi di assi sono rcUangolari contengono 
nove quantità, delle qual", sussistendo fra esse sei equazioni di condi- 
ne, tre sole rimangono indipendenti. Eulero, assumendo per deter- 
minare completamenti^ la direzione dei nuovi assi tre angoli, slabiPi 
formule involvenli queste sole quantità. Indicando con Oseys il pri- 
mitivo sistema di assi e con 
OXYZ il nuovo, con Oar, la 
retta d' intersezione dei piai.i 
xy, XY, Eulero scelse per de- 
finire il nuovo sistema — l an- 
golo, !rOx^=p, che la Oa*, for- 
ma col primitivo asse delle or, 
— l'angolo, X0£C,=4'i 
OaCj forma col nuovo asse dello 
X — l'angolo, ZOz—ò, com- 
preso dal primitivo e dal nuo- 
vo asse delle che misura l'angolo diedro dei piani xy , XY. 
Per effettuare la trasformazione, conviene. 1." rimcnendo (isso l'asse 
Oz, intorno a questo, far ruotare il dato sistema Ozcrij dell'ango- 
lo p cioè fino a tanto che V asse Ox coincida con Ox^ , ed esso 
prenda la posizione Oz(t^y^, Oy^ essendo normale ad Ox^ nel 
pianò xy, 2."^ tenendo di poi fisso l'asse O.r^ intorno a questo far 
ruotare il sistema Ozx^y^ dell'angolo Q cioè in modo che il primi- ' 
tivo asse delle z cada sul nuovo ed esso divenga OZi/^o?,, Oy^ es- 
sendo normale ad Oa>, nel piano XY, 3." finalmente tenendo fisso 
l'asse OZ, intorno a questo far ruotare il sistema OZy^x^ dell'an- 
golo v|/, cioè, facendo coincidere Ou?, con OX e per conseguenza 
^^y^^i col nuovo sistema OZYX. Nella prima rotazione dentro il 
piano xy si passa dagli assi ortogonali Oj/.t, agli altri pure orlo- 
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gonali Og^f, medìanle te formuTe: 

nella seconda , entro il piano sy^ si cambiano gli assi Osy^ negli 
altri OZy,, ambo rellangolari, per le formule: 

( § aeaeodo iNgalivo per il aeiMO in (wi si effettua la rolabone ) 
ed in fine neir allima -entro it piane XT ai mutano negli aasi or- 
togonali OXY gli altri ortogonali Oa^^y,, per le equaiioni 

(c) «|=Xeoi«p«<— YteiKp, yfSsXieml'-j-Ycosil^. 

Bfìininando fra le (a), (6), {c) le quantità sussidiarie a?|, si 
hanno le dimandate formule di traaformazione (1) 

s=XaeffSaemp-|- Yseii0eof4'4'Zeos9. 

' ^CoaoLLABio. Confrontando le (1) con quelle (4) del n° 40 , i 
eoemi di direzione dei nuovi assi relativamente ai primitivi, eooo 
eapreaii tn funzione degli angoli 4^, $ per le equazioni 

a =€o%pcósyl/ — ros(jsenp$en\l/, h=-[cospsen\l> y cós^senpcosyl/), c=sen^senp 

à' — MH l m ^f ,è"=afin0cofi|^ y=seo4. 

12 Pboblem*. Trasformare un sistema di coordinate rettilinee 
ortogonali Oxyz in un siitema di coordinate polari in etti U poto' 
eointide colta origine O, f asse fio/ore roU'oite Oco, il pianò dvrH- 
lOre ed piano cnf. 

Sia M un punlo dello spazio ed m la sua proiezione sul pia- 
no «y: a* indichino le sue coordinale rettilìnee con (r,y,z e le po- 
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lari con f, 9i 4^» le projeziooi di OH miir asse ooordÌMlo Os« • 
di Om sopra gli assi Ox, Oy respctlivameDle eguagliano x, », y. 
Laonde (n* 7) abbiamo: 

costì, Om=/)coj^|— tf^=f>senfi, 0=Omrot4/, 

Ovvero 

(4) s=feo4, yssfteiiAamif , assftaH^if. 



GoiouAiia Troifi/rman U mimna di eocfimale polari in un 
sùeema ùrtùgonak di eooidmale nUiUbm mtmU ìm of^ma nel poto, 
per atte détte w fatte potan^ per piane dette ti jbmiio direlloiir. 

Elevando a quadralo le formule (1) ed addizionandole, poiché 
ai ha (a) y*-\^=f*teif^ ai Ottiene per raaullalo p*=a?'-j-y*-|-«'; 
dividendo la [a] per z*=p\os\ e la seconda delle (4) per la iena, 

derivano le —gr ^^'a'V'^ ^-=tanf 4^ : di modo che le riohieale 

formule di trasformazione sono : 



43. Le tKperfieie ti ditUnguàao in algehrìobe ad tpi traaoen- 
denli Mcomb che le tfoomm firn k eeerdinate taridnU di un pmde 
tu di ette ginetnie tono olgéMehe o IrateendenU. 

Tkorbma I. Riferendo una superfkie algèbrica, a due diversi $i- 
stemi di assi, Oxyz, O'XYZ, le equazioni che la rappresenlano han- 
no il medesimo grado. 



4 92 

In falli sia 

(1) F;x.y.a)=sO 

I equazione della superfice riferita a un sislema primitÌTO , e resa ra- 
zionale ed intera abbia il grado ^uale ad m. Notando con («A/) 
te coordinalii di ai formano le equazionr.riapetto al nuove ai8« 
tema di aaai, aeatituendo nella (4) ad a^s^t i' loro valori dati dalle 
formule di Craafiirmasione: 

Ma conaiderando la (4) come aoauna di termini della forma gene- 
rate HflD^x*, in eui n-f p-(-9]^M, la trasÌTormata reaulta parìmea- 
te la somma di termini aimiii al seguente 

H(«-r AX+A-Y -|-iZ)".(/3-j-A'X-,-VY+rZ}'.(y f A"X+fc"Y-i-/"Z}«. 

ovvero a KX*Y»2«; 

in quanto cbè, essendo n, p, q, numeri intieri e positivi, ogni suo 
(littore è un polinomio il cui grado non pii& respettlvamante an- 
perare n, p^ f : quindi il grado della trasformata non è maggiore 
di m. Ne questo può esaere minore di m, poìebè ritornando con 
invenia trasformazione dal nuovo al primitivo sistema, non può 
aumentare in queato passiiggio il grado della equazione resultante. 

ConouAiio. Le superficie, a sonigliftMB delle eurve, si divi- 
dono in ordini; e qucsii prendono nome dal grado della equaiio- 
oe che le esprimono. 

Teouema \\. Una superficie algebrica dell'ordine m è layliata da 
un piano secondo una curva algebrica il cui grado non può supe- 
rare m. 

La etiuazionc dellii curva d' intersezione si delerraina riferendo 
la superfìcie ad un nuovo sistema di assi ÒZYX scelto per modo 
che abbia il piano dato per quello coordinato delle XY, e poi nella 
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equazione trasformata ponendo Z=0. Ma il grado di questa, Teo- 
rema I , è m e per conseguenza m o minore di m è il grado 
d^lia equazione della curva d'intersezione che da essa deriva an- 
nullando una variabile. 

CoiOUAftio. Vm tuperficie algAriui delT ordine m è ki^^iata 
ile MM fvifo m m fmH al più, at fiMifn non fieca «nIenMMnIa 
«itUa tiqterfieie. 

Riferita la superficie a) nuovo sistema di assi OXYZ in cui 
Tasse OZ coincide colla data retta nella equazione trasformata il cui 
grado è m si devono porre V=0, 2=0; le radici della equazione 
resultante in X, di grado al più eguale ad m, determinano i pun- 
ii d* inlersestODe. i quali perciè non superano in numero «l Se la 
retta giace sulla superficie la carva secondo cui questa è tagliata 
dal piano XY, non è una curva propria dell' ordine m, ma si com- 
pone della retta stessa e di una curva dell' ordine (m — t). 

■MMlnl. 

I. Dimostrare cbe in un poliedro 1* area di uria sua faccia 
eguaglia la somma delie aree di tutte le altre, ciascuna mollipli- 
filicata per il coseno dell' angolo d* inclinazione sulla prima faccia.' 

II. Dimostrare che in un poliedro la somma dei quadrati del- 
le sue faccic eguaglia il doppio della somma dei prodotti di tutte 
ques'.e, formati moltiplicandole diie a due e per il coseno deU' an- 
golo diedro ad esse corrisppndenle. 

III. Dimostrare che in un tetraedro rettangolare il quadrato della 
faccia u[)[)osta airangolo triedro trirettangolo è eguale alia somma 
dei (j «ad rati delle altre tre faccio. 

Questo Teorema è dovuto a De Gua.^ 

IV. In un quadrilatero non piano, sghembo, divìse due lati 



m 

opposU nel rapporto min, e gli altri due nel rapporto le 
rette die congiunto i puDti di divisione dei lati opposti si ta- 
gliano, ed i loro segmenti stanno nei medesimo rapporto, dei lati 
opposti cbe ti corrìspoDdoDO. 

V. In un sistema obliquangolo di assi determioare la distan- 
sa di due punti io foniione delle loro coordinate. 

Vi. In un sistema obliquangolo di assi determinare le coor- 
dinate del punto che divido, secondo un dato rapporto m:n, una 
lunghezza nota mediante le coordinate dei suoi, punti estremi. 

VU Determinare le coordinate del cenire di gravità di un 
triangolo in fimtioM dèDn coordinate dei sud vertici 

Vm. Determinare le coordinate del centro di gravità di un 
tetraedro in fanzione delle ooordinate dei suoi vertici. 

IX. In un sistema obliquangolo di assi determinare la dis- 
tanza di due punti mediante le loro coordinate. 

X. Determinare la diagonale ed il volume di un parallelepi- 
pedo essendo dato tre costole adiacenti e gii angoli cbe esse com- 
prendono. 

XI. In un sistema obliquangolo di assi , determinare la rela- 
zione che deve aver luogo fra le linee trigonometriche degli an- 
goli che una retta forma cogli assi. 
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CAPITOLO 11. 



t>BL PIANO B DBLLA RBTTA 



VMe IbMe Mki •««AStoM M piMM 

44. Dae processi inversi cosliluiscono il metodo generale con 
cui la Geometria analitica studia le proprietà della estensione fi- * 
purata , dei quali il primo Iraduccndo in analisi quelle proprietà 
delle linee, delle superlicie che le caratterizzano ne stabilisce le 
equazioni, l'altro queste analizzando definisce il significato geome- 
trico di cui sono suscettive. 

PtOHBiiA I. Determinare la eqtuaiom H un ^pkun reloftoo- 
mente a Ire ossi eoordmaU orCoyoiuUt. 

Una (iropnetà comune a tutti i punti di ud piano, e solo a 
qoflati è la seguente: elevata nel punto A del piano aopra di 
esso una perpendicolare indefinita e au questa determinati due 
punti p; 9 ad eguale distanza da A, e pereiò aimmetrioameote di- 
sposti rispetto al piano medesimo, ogni suo ponto H è equidistan- 
te da p, 9 e per conssguenza le Inngliezze Uq sono eguali. 

Preso il punto A in modo che la perpendìoolate jpA^ passi 
|ter la origine del sistema 0, e preso pure O per il punto q, sia- 
no {x,y,z) le coordinale variabili del punto M del piano, e {a,b,c) 
quelle costanti di p. Le lunghezze Mp, MO sono date dalle espres- 
sioni * 
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tf perciò la equazione che analiticamente e^riroe la proprietà ca^ 
riiterisiica del piano è 

ovvero avilappando e rìduoendo, 

(4 ) j-òy-j-c»— — =0 

equazione lineare in x,y,z. 

CoROUAUO l Questo raelodo fu immaginalo da Fourrier. 

CoBOLLAtio II. In simil modo ai oUiene l'equazione del piano 
relativamente ad assi obliquai^li* 

Denotando con A, /x, r, gli angoli compresi fra Oy ed 02„ 
Os ed 0», 0» ed Oy, abbiamo 

Mp'=(a>— a)» ^'i'-l- (2— ''ì'+^d/— 6)(3— e) coi K 

— c){po — o) cos ft-j-2(fiD — a)(y — 6) «M t ì 

pertanto T'equazione del pieno è 

(4') H-6«ow'4-«<»«j»)-«f(H^*w*+««»^ 

fl»^. fcg- i-e* -|- 26e e<teA4-2ao cùtftr^-fabcosT ^^ 

HomMMA U Ikletmmare il ùgnifiialo geometrico M'eguasUo- 
ne Imeore 

(2) ^ Aa+By-f Ca-fl>=0 , 

.T.y,2 esprimendo le coordinate variabili di un punto nelh tpaiio fV- 
lalivamente ad assi ortogonali. 

Molliplicando la (2) per una quantità arbitraria p essa si ri- 
duce alU fonna (1) deteraiinando le costanti f » e, e mediante 
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h equazioni 

M=a. fB=6, ^»C=c, /•D=~l.(a«-|- ò'+c») 

e qliiiMit «ttribueiido loro i valori reali 

Laonde la equazione (8) convenendo solo a punti nello spazio per 
cui ba luogo la proprietà caratteristica di un piano espriroe que- 
sta superficie. 

CoBOLLARio I. Lcquazione [i] si può sempre trasformare nel- 
la (f) allorché gli assi sono obliquangoli mediante le equazioni 

da cui si ottengono sempre per a, 6, c, f valori reali. 

CoaoLLABio II. La (2) nominasi equazione generale del piano 
e per assi rettangolari, e per aaai obliquangoli. Conviene determi- 
narne il aigoificato o diacuterta poi diversi valori che le coatanU 
poasono asaumere» 

L* Sia D=0, la A<0-f-By-|-C<=O eneodo ' aoddtafkUa da 
( w=Ot 9=0, z=0 ) coordinate della origine, il plano peaaa per 
questo punto. 

IL* Sia A=sÒ, la By-)-Cz-|-D=>0 nel piano coordinato yi m- 
gniflca una retta, o nello spazio conviene a tutti i punti le eul 

projezioni ortogonali od oblique sopra yz giacciono in essa: quin- 
di rappresenta un piano perpendicolare a quello coordinalo delle 
ys 0 parallelo all' asse Ox. In simil modo Aa:-]-Cy-|-D=0 , 
Ax-j-Bt/-|-D=0 esprimono piani rispettivamente perpendicolari ai 
piani 3X, aoy, o paralleli agli assi Oy, Oz. 

lU."^ Se A=0, BesO, la 0^-0=0 signìBca (n.* 4) uà piano 
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parallelo a quello coordinato dell»; xìj: in siiuil modo per gli allri. 
CoROLLAaio 111. Indicando con J la disianza dell origine delle 

coordinale dal piano, jssOAs^p, con eoi^, eosy i suoi co* 

seni di direzione, notando che a, h, c sono ìe projaiioni di 
Op=2j sui tre assi orlogònali Ocet, Oy, Oz, abbiamo: 

(4) a=2«ycow, h=2écos^, c=^^eoiy, a'-f ò«-|-c'=4J» 
Per ({uesli valori V equazione (1) prende la forma 

(5) cDeom-\-yeo$p>-\-<icosy — ^=0 

ed è chiamata forma twrmaU della equasione del piano. 

Eliminando per mezzo delle relazioni (3) (4) le arbitrarie a» 
6, c, si deducono le formule: 



per le quali si determinano, e la la distanza do! piano dall' origi- 
ne, e la sua direzione in funzione delle costanti dell' equazione 
generale (d). Questa poi immediatamente si trasforma nella (5) 

— \ 

moltiplicandone ogni termine per il fattore, ^ fl» | 

cui al radicale deve attriboirsi il segno opposto a quello della 
costante D in quanto che la perpendicolare S si considera sempre 
come grandezza positiva. Inoltre. gli angoli 7^, ^, « eguagliano gli 
angoli rettilinei che misurano i diedri formati dal piano con cias- 
cuno dei piani coordinati a>y, tx, sy. e sono complementari degli 
angoli che il piano forma coi ire assi Os, Oy, Ox. 

CoROLuno IV. Presi tre punti M^JoD^y^s,), M,(a:jy,z,), ^i^ip^^z^ 
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m un ftaiio, determinarne ta efUoitìM tu guaa che le cottanti tiam 
etfrem in fmaùm itU» hro coordinate. 

. DenoUDcto ood A T area del triangolo M^M^t e con V il vo« 
Igme delta piramide triangolare OM^M^, roolliplicando ogni ter- 
mine della equazione (5) per A, ai ottiene: 

(7) m.Acos»-^Ji€ùi^%Aeoty=SA, 

Ma AeoMi AeofjS, Acoty sono le proiezioni A., Ay, A« di A sui 

piaui coordinali sj/, 2x, e -^.<f.A è il volume della piramide 
OM,BIJMI,; per oonsegucnzs la equazione (7) diviene: 

(8) «A.+yA^»A.=:3V, 

in cui i coefikùenta hanno espressioni che si deducono dalle (4) 
del n.' 8. 

CoaouABio IV. B^primm la equaziime del pieno msdiiMls • 
Ugnimi p, 9, r eAe n^peUkammle dtUrmkm sui Ire mi eoor^ 
iMli ortogonali Oa, Ùy, Om. 

Projettaodo eiaaeno di questi sulla perpeodicolafe ^ abbassata 
dalla origine sul piano abbiamo ésapeotu, S^cotfi, isartoty; 
donde introducendo i valori di eot«i, eot|l/ess^ nella (5) si 
deduce 

p t r 

ove per la (6), 

Le rette secondo cui il piano è intersecalo dai piani coordi- 
nati Dominansi sue tracce. Allorché esso è espresso mediante l'e- 
quczioue generale ne resultano per le equaaioni delle tracce: 
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nei piani xy, zw, zy. 

Per assi obliquangoli, esprimendo le coslanli A, B, C, D" per 
|)( 9, r, si stobilisce direllamenic la equazione (U). 

15. Pbosuma 1. Avendo U piano rappmentato t per ani orlo* 

eqnwtere la lunghezza della perpendicolare su di esso abbassala dal 

Sia P il piede della perpendicolare condotLa da M, sul piano 
p quello deUa perpendicolare che si parie dalla origine e 
«a Q la projeziooe di O «opra la MP: avendo PQsspO, oone 
rette le quali eono eompreae io ud medenmo piaDO, e aooo pi» 
raliele fagliale da parallele^ poeto MP^, evideotemeole abbiamo 
fll0s»^P4^. PRqettando la Unea poU^ooele a\4l^i+'h > ^ 
punti estrenii aano'O ed M aopra la MPQ la sua projeeione egaiH 
gtia HQ: ma co^eot», y^cos^, z^eosy essendo le projesioni delle 
rette che eompongono la poligonale, si ottieDe la espresMODe 

w^eo$ m-^-ffCot ^-{-t^eot , ovvero 

(i ) — P=0,eof «-j-yicoi ^^z^cot y— 

Considerando sempre positiva la disianza ortogonale della ori- 
gine del sistema dal piano, qualunque situazione abbia, la perpen- 
dicolare MP deve essere presa positiva o negativa secondo che M 
giace con O dalla medesima parie del piano, e daUa porte C|^ 
poeta. 
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CoMiXAua Se il piano è dato dalla sua eqaafìooe geaerale, 
per le (6) n* 4 4, tale espreaaioDe si trasforma nella seguente : 

PaoiLBiA n. Avendo i fùud nq^preiefitali, per am ortogonaH, 
dotte eqwwioHi 



deieminare la etpmtiene anaUUea del^angolo cfte racehmdtm. 

Osservando che l'angolo 9 furnalo dalle dae oormali S,S^ è 
l angolo rettilineo che misura il diedro dei piani dati, abbianoo 
per esso, n.° 6, 

• » 

(3) ^otB=eoiaeo^»^-\-caàf^c(»^^-{^ycoty^^ 



— V (icos » cos ^j)'-(-(cos ^ cos y i)*-K**** y ^ *|)'' 

Goaolutio I. Se i piani seno dati dalle toro equazioni genera- 
ti Aaj+By+C«+D=0, A's5-|-B'y+C'«+I>'==0, te (3) divengono. 



CoBOLLARio II. Determinare la condizione per cui i piani sono 
tra loro perpendicolari. Dovendo essere ^=90*, e(W0=O, dalle (3), 

(4) ioiaiediatamenle si deduce: 

(5) eos « cai a^-\-cos ^ cos ^^-^-cos y cos y j=0, AA'+BB'+CdWO. 



CoBOLuaio III. DeUmmare le soniìsM per età % piam «me 
Ira (oro paratteli In questo caso poiché 6=0 , ie»8=0 , per le 

(3), (4), si ottengono le 
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ifios a coi^^)=0, (ros |3 cos 7,)=^0, [cos y cos «J=rO ; ovvero 
(AB')=0, (BC')=0. (CA')=0 ; 

le quali ricevono aucbe la forma: 

(6) c<ua:eota^=cos^:cos^^=cosy :cosy^; A: A'saB:B'saC:C, 

6 aooo due aote, poicliè combìnaodoiie due qualunque nisoe la 
tene. Laonde due pimi «ano panìMi quando hamio pnponmaK i 
to^iénlli itìU variokiU ndle equatim da m* sono «ipreittL 

FMnuuu n i Dttmmnm ropuuùmi di tm pUm ehc iia pth 
tiMq ad m piatto data woo»a-\-yco$^-}-zeosy^sOt e eht 
pam per m pmdo dato (dP,y|Si). 

Prendendo Tequazioos aeùset^-\-y cm^^A-scosy^ — J,=0 per 
signiGcare il piano dimandalo, fra le sue cosianli arbitrarie coset^, 
c05^j, cosy^, 3^, affinchè esso soddisfi alle dale condizioni, de- 
vono avere luogo le 

CD^cosa^-{-y^cos^^-^-z^cosy^ — ^|=0, eoaa:eoul^=eos^eos^^=szeosy:co$y^ : 

quindi eUoiìnando le arfattrarie ai eltìene per eaao la 

Corollario. So il piano dato in situazione, è simboleggiato 
dalla equaziooe generale A»^By-\-C»-^-D=0 , quello richieste 
viene espreaao dalla 

(8) A(«^-«,)+B(y-y,)+C(a-*,)=0. 

PaoauHA IV. Jklerminairo k eguosiom dei piani % fuaU hito- 
§aao gli angoli diM dei piaoi, 

é tono condotti per la reità iecondo etu • jmìmì daU tt ta^iano. 
La proprietà caraUerìatica di un piano clie pana per la co- 
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stola di un angolo diedro bisecandolo è d" avere ogni suo punto 
ifcyz) ad eguale distanza dalle faccie di questo. Però 1' origine del 
sistema giacendo entro uno degli angoli diedri formati da due pit- 
ni ed esternamente al diedro con quello supplementario , ò sempre 
dalla medesima parte delle due faccie del primo diedro oon ogni 
punto del sno piano bissettore, ed è relativamente al leoondo die- 
dro dalla stessa parte per ona sm fiMxHa, dalla perle opposta per 
raltra oon ogni ponto del piano che lo biseca: qniikH, Problema I 
le equazioni 

(9) {a}eoià^^eot^seo»y—^jpp^weoia^-{^<»^^^^% 

che sono evidentemente soddisfati* da tutti i punii posti suUa ret- 
ta di intersezione dei piani dati , esprimono i piani bissettori ri- 
chiesti. Designando l'equazione dei piani dati con una sola lettera 
tt=0, VfsO, alla (9) ai può dare la forma algoritmica 

(10) u=Fti.=0. 



CoBoujwo. L*eqiHiione (9), allorcbè i piani btmio per egna- 
sìoni te 

Aa-f-By-l-C«4-D=0. A»4.8'^+C'a-|-D'=0 
diteagOBo: 



PaoBLBHA V. Dati quattro punti nello spazio 

M|(a%y,«^. ^^-VaS). ''•(W*) 
defenitàiora renelifica caiditibmt i^bM stono eonfannli in m 
jneno. 

Il piano determinato dai tre ponti M, M, , ha per equa- 
zione , xA,-\-yA^-\-zA^2\ : quindi la condizione affinchè il quar- 
to punto sia in esso contenuto è 
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A lalc condizione si perviene notando come il volume dellar 
piramide Iriongolare i cui vertici sono i punii dati debba essere 
miUo e che perciò debba sussistere la relazione 



^ <r, y, », 

♦ x^ y^ z^ 



=9 



la quale , sviluppata , immedialaaieDie sì Irasfomia nella preee- 



denle. 



•■1 dell* ratta. 



16. Una retta nello ifia^io è definita mediante d«ie eqoaziont 
lineari fra le coordinate variabili di un suo ponto poiché ai può 

• considerare come la linea di intersezione dei due piani cui ogni sin- 
gola equazione rappresenta. Infatti le coordinate di ogni punto appar- 
tenente a tale intersezione nel medesimo tempo soddisfano ambe- 
<lue le equazioni ed inversamente tiitti f sistemi di coordinata che 
queste verificano sono proprie a punti che giacciono sopra di essa. 

PkouiVA. Determinare le egttaiùmi di una reUa reUUivamente 
a In «tst eoorrftnali artof/onaii 

Siano {aj^fi) le coordinate di un ponto dato A giaeanle sulla 
fetta, {mjy^) quelle c|i punto qualunque H di essa, f sia .la 
distanza variabile MA, e eoto^eos^teoiy, aiano i suoi coseni di dt- 
' -recion^ projettando AIH sopra i tre assi coordinati, ìmmediatainei»- 
to si BtabilisQQDO le eqoaiioni , 
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le quaìì esprimono la retta mediante le quattro varìebile ^0ty,s, 
Eliminando fra di esse f si deducono le tre equaiiani 



1»» a — a y — *6 s — c 

cosa: eot^ cosy 

che equivalgono a due sole in quante eìm una è deHe altre consc*' 
guenza. • 

Corollario 1. Combinaudo insieme la prima colla terza, la se- 
conda colia tema, posto 

si ottengono a rappresentare la retta le due eciuanoni: 

(3) . a==p»4-«. y==Pi«+«i 

che sano frequentemente adoperate. 

La prima di esse esprime nel piano wz una rella, projezione 
della data su questo piano; l'allra la sua projezione sul piano %y. 
CoaoLLARio li. Le equazioni 



(4) • 1Z^I=»=S=?=, 

^ ' l m n 

per assi eoordinati obUqaungoli, esprìmono una retta, rappreseo* 
tendo la linea d'ìnlersetìoii» ài due piani Inoltre le coataoti I, m, 
fi significano t rapporti delle projesioni sugli aasi di una ponìone 
arbitraria ^ della retta , a questa medesima porzione , pitijesioni 
effettuate da piani paralleli a quelli coordinati 
Inoltre essendo 

A=yOs, fis=wQoo, ir=(eOy, ed 



SOS 

eliminandovi {x — a), (y— ^) » (^—0 OQedianle le (4) si ottiene fftf 
tali eoBtaoti la relaxìoDe 

(5) 4=ai*-|-m'+n*+2iiwi «ot A-f- SiU «oj/a-ì-Sì»» «» «•» 

OnouAWO IIL Heltrmùiore in 9110/ modo «ari la «teoMOne £ 
iNM f«to netto ifMttw jmt partieoUKri «Nitori coiMi tneolHfr 



nelle sue equasiom, ^2^=?^ — ?=^Il2, i, m, n emendo guantitó 

I m. n 

proporMaK ai luoi coseni di direskm » assi.sono anogonaii 
I." Siano a=6=c=0 , il punto A coiocideiido coir origino O 
del sistema di assi, per questo passa la retta te cui equasioni sona 

(6) -,=i|=-. . 

IL* Sia l=Or affinchè te equaxiooi (4) auiiislano è necessario 
e sulTiciente che il rapporto oofì si» infinilOf ma indotormi' 
nato; il die hn loogo ponendo 03=sa=O. Pertanto te due eqna' 



zioni 



(7) x=a, ^ — 



esprimono una retta contenuta in un piano parallelo al piano coor- 
ifinato sy. e perciò' a questo parallela* In aimil modo te equazione 




significano rette parallele ai piani coordinati xof, on/. 

IH* Siano l=f»^0, \ rapporti -^^^ wn potendo 

eaaera infiniti, devono divenire indeterminati e perciò te equazioni 

(8) 09=0, |f=s6 
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esprimono una retta, che essendo intersezione di due piani respet- 
tivamente paralleli a zy , zx resulla parallela all' asse coordinato 
Ox. Parimente le equazioni a;=:a, xvo; ysfr, s=e a(giii6oaao 
ielle parallele agli aaai Oy, Oas. 



17. Pboblema I. Determinare le equazioni di una retta che passa 
ptr àm fmii dati M(,a^^*^), gU assi coordinati es- 

Siaoo le equanoDi <ieUa reità. • 



in cui le costanti arbitrarie a, 6, c, /, r», n, devono esprimersi in 
funzione delle coordinate dei punti dati. Essendo le quantità a, b, 
€ le coordinate di no qunto qualunque A che giace sulla retta, af- 
fiiocfaè questa pani per il primo punto M è sufliciente pom, 
4if=m^^ 9ssi%^^ 0 &r coinoidere A con M. Albra le aue equa- 
iHMii divengooo: 



( 1 ) 2z2i=fc2i=!z2i, 



Ma il punto giacendo auUa ntta, devono. aver luogo le ooo- 

dizioni — ^"=^2 — ii=J — per cui eliminando dalla (4) le 
I ni A 

•eoatanli arbitrarie si hanno le richieste equazioni: 



(2) 



«t-»! y.-ifi 



CoAoixABio 1. Le e(]uazioni (2) valgono aocfae quando gli assi 



208 

coordinati sono ortogonali. 

CoBOLLABio II. Esprimere amlilicamt'nte le condizioni per cui 
i tn pmti dello spaaio M(a7jt/j 2j), Mj(aj,y,zJ, ^yojjt/jzj sono 
«gra una medetima retta. Formate le equazioni (2) della retta 
HM|, le coordioate del tene Bl, deveoo aoddiiforie e perciò ai 
deve avere: , 



(3) 



eondisìoni ricbieatt. Queste si riducono a due, una eaaendo ne- 
conseguenza delle altre Con differente processo si può ad 
pervenire. Denotando con A Tarea del triangolo MUgl^, ab- 
biamo A*sA.*-f Ay*-h^'* n» lo questo caio A=sO, quindi le 
condiiìon» che gli corri spondontf sono n* 9, 



A|^ A p A<— 0 ( 



le quali facilmente si riducono alle precedenti. 

PaoBLEMA II. Esprimere analiticamente la condizione necessaria 
affinchè due rette date in situazione nello spasto s mt&rsechino. 

Siano 



I 



' n 



m' 



le equazioni delle rette date, A(a,6,c), Bla-j-ljb^m^c-j-n) siano due 
punti presi sulla prima, A'(fl'b'e% h'{a'-^l!, 6'-H»'t «'+»') «^ùe punti 
sull'altra, la eoudisioiie richiesta è queUa oeoesaarìa affinchè le 
rette siano conlenute in un medesimo piano, ovvero la piramide 
trìaogolare ABA'B' abbia un volarne nullo. Quindi è 



(5) 



1, a , 6 


P 




1, «. c 


1. a4/, b+m, 






0, / , SI, rt 


«' . 6' . 


e 




1. o', h\c' 


I, a'+i', 6'+»»', 






0, , m', «' 



a— ò^, c— 



=0 
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GoMNXAMO. Se le rett* sono dato dalle eqoanoni w^p»<\ ^ , 
y==Pftr^f^\ w^p'i-\-q\ V— p'iH"?/» ^ condisioae emmoiata ai 
delenniDa eliminando Ara esse le variabili a>, y, x perchè per le 
coordinate del punto d* intersezione lali equazioni debbono coesi» 

slere. Pertanto abbiamo 

(6) (p-rtfe-9t')=(p,-j»,'){W); 

e per le coordinate del punto d'intersexione ai deducono i valori 

\IJ m - • , — ut— - , y — 

P—P Pr-Pi P—P Pc-1Pt 

PaoaLEHA III. BtprvMm gii imgoU che una retta /brma cogli 
osti coordiiMtfi ùrtogonali. 



ec — d u — 6 1 

Sia la retta data dalle equazioni - — =- — = , aiano 

( ei fi 

cosa, cos^, cosy i suoi coseni di direzione, e sia r il semento 
della retta compreso fra i punti (a?4/,z) , (a,6,c) , abbiamo, 



»-* ,■ • 



eoi» coi^ eotjr 



sr, e perciò i=reeM, m^ssnu^, nfssrtaty. 



Inalzandole a quadrato ed addiiionandole meinbco a membro ai. tro- 
va, ?'^^^-^^*s=^f e in fine 



"-=v?q^- '"''^v/wr ""''=v^^ 

È da notare- come eiascuna di queale espressioni ammetta due 
vaJori per cagione del radicale che contiene il quale però in tutte 
deve avere il medeaimo segno. Esistono adunque due aiatemi di 
valori per i eooeni, cèe determinano e gli aogoli m,^y ì loro 
supplementari 180*— «, 480*— -p* 480*--- 7, angoli che due por- 
zioiii della ratta mìaurata da un punto qqplunque di essa in op- 
poste dirasiotti fermaoe ^ rami poaitivi degli assi. Per il modo di 



codttfe gli angoli a,^y vale la convenzione che em tono queUi 
ton ii p oni m di aBa panioHO doUà ntla the forma «oi ramo potHim 
ékWwoOi m wi§Uo aitilo. Dovendo in oonscgiMOfa «asimiere per 
eoty un Ttlore poaiUvo il radicale prende il aegoo egoale a queU 
lo della costante n. 

CoaoLUBio I. Se la retta è simboleggiata dalle equazioni, 

ws^pz-j-q, SF=p,H~9i« ^ "~p"^~y~ ' coseni 

di dilezione sono dati Jallu espressioni: 



p }\ ^ 



in cui il cadieale deve esaere affitto del segno positivo. 

GonoiuBio IL BMendo A, fb, r gli angoli che la retta data 
forma coi piani coordinati opy, m, yx, o colle sue projesioni ef-* 
fettunte su tali piani inunediatamente abbiamo 

(10) seaks^coi-y^ ssRfA=eos^, miT=:eos». 

CoMLLAiio III. Determinare le equazioni di una retta la quale 
ptata por il punto dato ( a^^z^ ) e forma cogli assi gli angoli a , 
^ y. Ber le (4) abbiamo 

X — w, y—y, 3 — s, x—x. cosa y — y^ cosp> 

S=i^ — ^= i ovvero -= . = — • 

cosa cos^ easy % — cosy % — cosy 

PaoBLBMA IV. Etprimert ì angolo compreso fira duo r«tte date 

$ riferite ad assi ortogonaU. 

-, , , , X — a y — h % — e 
Basendo (a) — 

le equazioni delle due rette, e Tangalo che esse compiendono, 
cMÓ, tot^ eoty i ooseai di direzione della prime, emaf, mfl,<ter/ 
quelli deir aKra p^r le formule (5) del maasfo o.* 7, abbiane 
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ten 0 = y/^co5 ^ <.o5 y y j ^^oj y coi «')'~i-(eM « ens 
le quali per le (8) divengono: 

(1 4 ) cose , ^ ^ 



I due valori eguali e di segno contrario che si hanno dalla (H) 
per il cos 0 corrispondono a due angoli supplementari , acuto od 
oUqso, cbe le rette comprendono. I due valori che ai hanno per 
il seno corrispondono ad archi che diileriacono di una semicircoa- 
fereiua, di t. Limitandosi a considerare archi minori di r, il 
valore di seti 0 (12) deve sempre esser preso positivo. 

CoBouAMO f. Le rette essendo rappresentate dalle equazioni: 

le (11) e (12) si trasformano nelle 

(U) ^ PP'+P .P/+< 



CoieuAUO IL eondisùme i^fbieAè le rsM (a) mmo scmi- 
Ueooimenle jpeipendicolan' è, per 6=as90* e ess^svO, 



Questa, allorché le rette, sono date dalie (6), diviene 
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SIS 

Corollario III. Le condizioni affinchè le rette, (a) o (6), siano 
parallele, ai derivano dalle (12), (U) ponendovi e=0 e sono: 

/.fc. l m n 




le quali ai riducono teinpre a due la terza essendo di esse ne- 
oeanrìa conitgueDn. 

GoMUAUO IV. Ikiermmara le eguaxM di ma reUa che patta 

09— —a y — b a— c 

per il puntò (a^g*^ ed è paraUda alla retta | ~ n ' 

Per ì prìncipi sopra espressi esse evìdeotemeDle 'sono 



18. PiOMMA L Etprimara fangob di mdinawme di un rette 
ai un piano amMue riferiU ad un siilema artogcnale di ani. 
Siano 

X — a y — 6 s — e 
«eoi«4-y«otó4 xeopy — o=0 : ■ r = 7J~~ r" * 

le equazioni del piano e della rolla, sia V l'angolo che questa 
forma col piano, poiché V è complementario coli' angolo compreso 
fra la retta data e la direzione di abbiamo 

(1) $en\=eosaeosa!-\-FOt^cos^'-\-cos'ycosy\ 

» 

(2) eMpV==(ao0«wy')"+(eosysos«O*4^«OMMfl^ 
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GoMUAUO I. Se il piano e la re(la sono rappresentati dalla 
equaxìoni 

.Va rBy+ Ci+D=0 , _=3L--= — . 

I m fi 

le formule (1), (2) divengono 

A/+Bm+Cn 



(3) mV= 



(Bn^Cm/ -r (C/-An)' f (Am-B// 

CoMLUBio IT. IkUrtninare le efuosioni iit eomftstone che de- 
«rana «tstneere /ra le eoitanH itila retta e del fiàno affinchè a 
questo sia essa perpendicolare. Dovendo essere V=:90*, dalle (2), 
(4) si Irtiggono immediatamente ic relazioni 

... cosa eo$^ *my A _B_ _C 

le quali si riducono a due aole la lena derivandone come necea- 
aaria cooeeguema. Laonde le equanoni di una retta condotta per 
il punto («t.3f|)S^) perpendicolare al piano Aa-i-*y4^*~l"'^*^ 
evidentemente sono 

^ ^ ABC' 

e la equazione di un piano che passa per il punto dato ed è per- 

a> — a fi— «6 * — fi 1. 1 # 
pendicolare alla retta — ^ - ^ ™ " 

(7) /(a>-ajj)4-m(t/— j/.)+n(y-y,)=0. 

CoaoLuiio III. Deterrnmare la aguoMone dt ediidinòne efta 



su 

• fMHo panlMa. bseiido V=0, dille (I), (3) si dedVoono le 
relaslooi, 

Pboblema II. Determinare le conrdinale del jmnlo d'ÌTtter$e!Aone 
di una reità con un piano ^ gli assi coordinali essendo qualunque. 
Siano 

co — -a tf — b s— 4 

le equazioni della retta e del piaoo dati : eliiDioando fra di ease 
BucoeaaivameDte le ai, y: %; m ai hanno per le coordinate 
dal pomo d' ìDteraesione le espreaaìoni : 

n(Aa-fB& H-CcH-D ) m(Aa-|-Bb+Cc f D) 

l(Aa +B6+Cc -D^ 

a — a— 



Al+Bm+Gn 

« 

CoiouAaio 1. La condoiofie neeasiam affmdiè la retta siapor 
raUeta al piano ai determina notando come il pnnlo d'ioteraezioiie 
è in queato eeaò ainoBoilo» e perciò ì valori delle aue coordinale 
debbono divenire maggiori di ogni quantità aaaegnabile. Eaaa è 
adunque: 

(IO) AI4-Bm+Cn=0. 

Le eondiMimn neeeuarie affinchè la retta sia contenuta nel 
pUmo ai hanno osservando come i valori (9) per le coordinale del 
loro punto d' interaeaione debbono eaaere indeterminate: quindi 
aono 



(44) Ai-(-Bm-f-Cn=0, Aa-|-Bò4-Cc-]-D=0. 
Se la retta è rappreaentata dalie eqaasioni 
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y=qt I fc, le (40), (41) si trasformaao nelle 

(«) Ap+B9-K==0; AiH-B?-K==0. AH-BH-I>===0. 

GoBOLLAUo IL Determinare la eqaaaùm del piano ehe pana 



per il punto (ay,,y.,::,) e per la retta £lS=JtÌJ5z:« . Assu- 

* m n 

meodo per il piano ricliiesto l'equazione A9-|-By-|-Cs-|-D=0, le 
costanti arbitrarie A, B» C» D si ottengono mediante le equazioni 
di condizione (H) e Aw^^^-By^'}^Cs^+^)=sQ. Fra queste elioainan- 
do le arbitrarie si perviene alla equazione resultante 

(13) a^m!i^c)-ny^-b\ y[ «(^.-a)— /(s,— c) J 

+» •[ — a)— «(a,— a)J=:0. 

che esprime il piano richiesto. 

Se la retta data è simboleggiala dalle equazioni: iV=ps-\-a^ 
y==7s-j-6 la (U) diviene 

(1 4) «[«Sj-y.+òj +y |^a;,--o— paj +a 6)^a,^-.tt)j=0. 

CoaotLABio IH. ìhtem^nare la ffiMunom del piano eenietto 

X — a \ì — 6 z — c 

per /a reWo — =" — = paroMamitnie alla ieeonda reUa, 

I in fi 

m—^ tf — V 

— p-=-^=-jjr- Kssendo A»4-By+C*4-Ifc=0 l'equazione 

del piano, da questa debbonsi eliminare le costanti arbitrarie per 
mezzo delle relazioni (11) e Ai'-f-Bin'-j- G»'=0 Quindi per 
si ottiene 

(1 5) (od— a)(iiMi') L-(y— c)(i»')=0. 
Se le rette sono date dalle equazioni 



è 
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a>=l«+fl, y^ss^s+ò; a>=^%^a\ ^fss^st+V^ 
lo (12) si cambia Della equazione 

49. PaoniVA I. DcCermmare ìa iUUuaa di un punto datò da 

ufM retta parmmte data nello 9ano, gli atti enendo orfo^onoli. 

Siano ( {D^,y^,z^ ) le ooordioate del punto dato P. ed 

( B - a tf— 'fr % — e 

• = — le equasiooi della retta datà mediante il pan- 

eotet cos/a cosy ^ 

lo iìsso A ( a, 6, c ) preso su ili essa, e mediante i coseni cotx, 
eos^, cosy che ne deQniscono la direzione, s' indichi con B il pie- 
de della perpendicolare abbassala da P su questa retta, allora 
tìP^ — a, y^ — 6, z^ — c esprìmono le projezioni di AP respelliTamente 
sugli assi Oaj, Oy, Oz , ed (», — o) cosa, ( y, — 6) mq9, ( ^ ) eot^ 
quelle di ciaicuna di ewe sulla retta AB ed 

( co^—a ) cos«-j-( — b } cos^-\-{ a, — e } cosy 

la projezione di AP sopra AB e perciò AB. Laonde abbiamo: 

AB=(«,.a)«otM:M)«^V«)«>«y. AF^o?.-«/-Hy,-6)»-H»,-e)% 
e perciò 

— a)eoia»H-<y,-^)eoii»-Hs.--oJeoty j . 
A questa espressiene si pnò dare forma diflbrente^ notando come la 

sviluppando si trasforma nella 
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(2) PB'= ^CQS y^ap, — a)— coi — c) j -j" «(y^— 6)— coi /3(aj|--a)J 
Se la retta è data dalle equaziuui 

y — h_ 



^ ' l m n 



ovvero dalle {e=a»^t ysfrs-j-^, le eepressìoni (4), (2J di" 
vengono 

(4) Pb'==^(^n{a,r-a)^{»r-^)y 

-f(i«(i.--«)-»(tf,-6))]:(<'+iii«+««). 

CoBOLLARio. Determinare le coordinale del piede B ^^oj', y', s') 

(/el/a |»«t))efu/ico/are eotidoUa dal punto dato P «opra /a data reUa 
AB. 

Eaaendo <p'— a, y' — b, s'<— c le projcziuoi di AB sopra gli 
assi abbiamo: 

i»'— osABeof «, tf' — òkABcos^, a* — c=rAB60S^, 

fiMUMfm Amm. SI 



ed eliminandovi AB, 

y'=6+cos^^ {x^—a)eotel-\-iJf^'-b)cos^-\-{s—c)cosy 

e so lo rellc soan espresse dalle equazioni (a) tali valori di- 
vengono 

Pkoblbma 11. Determinare la minitna distansia di due reUe nello 
jfwsjo, gH airi euendo ortogonali. 



a? — a 



Siano » — =— . = ^ = } lequasioni 

eot« mp eoty eot» eos^ eoty 

delle due rette la prima delle quali passa per il punto fisso A(a,b,^), 

li secoDdà per il punto AVi^«0' ^ ^^^^ ^ ^ P'^' 

nima distanza sa ciascuna di esse e ^A, eosit, emv i coseni di 
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direzione di PP', la projnzjone di AA' sopra PP\ adoperando il 
metodo svolto net precedente problema , si trova eguagliare 
eo9A(a — a')-\-cos (jLlb—d^.^coi T{e — c'), e rìducendosi essa a PP* 
abbiamo: 

A;fl—fl') .eo«ft(6— ft')-|-coiir(e— e*). 

Ma dovendo PP' essere normale ad ambedue le rette hanno luogo 
le equazioni di condizione: 

da cui si deducono le 

COI A : (coi^0i7^')=:cof fi : \ coi'yco$et'j=cos t : \cossuù&^')=f : 1 , 

p tuppresentando il valore di ogni singolo rapporto. Medianle la 
relaziono roa'A , cojs'/x | coaV=1, si oUicne per f il valore 

^'=1 : cos«€o«^')* j-(coj{^cosy'/-j- (cosycosflt')'J, 
e quindi per PP', 

Se le relie sono rappresentale dalle cquazioui, 

... w — a »/ —b 3 — c a* — a __y — b' s — c' ^ 

l m n l m n 

ovvero dalle 

la (8) si trasforma nella espressione 
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V(/m')«-h(wiri')'-rl"0' 



(10) 



V(«6'— o'6)«+(6-67-l-{o-a')* * 



I. Trovare la espreasioDe deiraogolo formato da due rette, gii 
aasi coordinati essendo obliquangoli. 

II. Determinare l'equazione di una retta perpendicolare a due 
rette date, gli assi coordinati essendo rettangolari. 

IM. Lo rcllc ( ile (.ongiiingonn i punii di mezzo delle .costole 
opposte di un teiaedro passano per uu medesimo punto. 

IV. I sei plani dei quali ciascuno passa per una delle costo- 
le di un teiaedro e |ter il punto di mezzo dullii costola opposta 
s inoontrano in un medesimo punto. 

V. I sei piani bisettori degli angoli formati dalle faccio di 
un Tetaedro passano per uno stesso punto. 

VI. 1 pinni biscUori degli angoli diedri formati da tre- faccio 
di un Tetaedro che concorrono nello stesso vertice ed i piani ester- 
namente bisettori degli angoli diedri compresi dalle tre facete op- 
poste si segano in un unico punto. 

VII. In un (luadrilalero (jualunquc sghembo la somma dei 
(juadrati delle due diagonali, più quattro volle il quadrato della 
retta che ne congiunge i punti di mezzo, uguaglia la somma dei 
cpiadrati dei quattro lati. 

Vili. Preso un punto in un piano, confluire ui questo una 
retili la (piale formi eon un «sllro piano dcMo in |K)sizione un an- 
golo nolo, gli assi coordinati «;.'iScndo rettangolari. 

r I a E — - 
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